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الفصل الاول : الحاجة إلى توسيع مجموعة الأعداد الحقيقية: 
لقد درسنا في الصفوف السابقة حل المعادلة الخطية (01034100] 10©31أا) وعرفنا أنه يوجد حل واحد في مجموعة 
الأعداد الحقيقية لأية معادلة خطية. 
وعند دراستنا للمعادلة التربيعية تبين أنه لنوع معين منها حل في مجموعة الأعداد الحقيقية» ونوع آخر لا يوجد لها حل في 
ف السحيرشة. يان الفجاة رت 
(0 - 1 + #5هء(0 ١‏ 5 + ع4 + 22) 
وكما تعلمت ان المعادلات التربيعية التي يكون مميزها (©436 - 65) عدداً سالباً لا يوجد لها حل في مجموعة الأعداد 
الحقيقية. 


هه هه 


أن ظهور مثل هذه.المعادلات في.الغديد من التطبيقات الفيزياوية والهندسية أدى إلى الحاجة إلى توسيع مجموعة الأعداد 
الحقيقية إلى مجموعة أوسع,مثها هي مجموعة الأغذاد المركبة والتيىي سوف تكون موضوع دراستنا في هذا الفصل. 

إننا عندما نرند حك المعادلة , (0 - 1 +ي5*) أو (1- - 5*) لا نجد عددا حقيقيا مربع يساوي(1-) لذلك نفترض 
وجود عدد يساوي 7-1 وهو غير حقيقي نرمز له بالرمز ( 4 ) ويبسمى الوحدة التخيلية ( 016لا /ا151301021) وهو 
ليس من الأعداد التي تقرن مع العذد أو بالقياس. 

إن العدد (4) يحقق الخواص الجبرية للأعداد الحقيقية ما عداإاخاصيةالترتيب» ولهذا نستطيع حساب قوى (4) كما في 
الأمثلة الآتية: 


]2--1 

1 رن 0.1 00 

5 0-5-5 221 

1[-(-)(1-) - 2:3 - 5ن 

[- ح ,113 تل شن سن قر - 27] 
[ :1 1(40-) - غ 2(40) سخ 180 812 


إرر ا ل رن ا 2 0( 
ا ال ام سر 





نقسم أس (3) على 4 والباقي هو الاس الجديد ل ( 1) . أما اذا [الباقي لح 62 أ 6-7 


كان ناتج القسمة بدون باقي فيصبح 1 - 7 





[الباقي سه 2242| 1 ل 99 
مثال أكتب ما يلي في أبسط صورة 13 0935م 58 رم 165 رم 


[بدون باقي ‏ 4  ]-‏ 1 - "9ح 6زرم 


[الباقي ليه 58-142 | 1 2 2 - 58: (م 
0.1 93 


[الباقي ل»ه ج23 5 كت زنع 








3 ا‎ 5 : ٠ 
(2+7 “ن١ غيداء طارق الشمري‎ 











ال ا لجك سك فب بعك دومج ريه 0-7 3-] (0 
4 
ال 2-0 
عند أله لقسمة تطرح الاسس حكيىيبتت 
4ح غ1 -خ7-(1-) دخ 7-(2) دخ 14 د 13 
مث (وذلك لأن 7-1-1 ) 41 - 1-/1/16.1 - 16- 
[5 - 1-/1/25.07 - 25-/ 


0/31 -1-/.12/ه - 12-/. 
1 1/15 - 1-/1/15.1 - 15-/1 
بصورة عامة 0 < 6" , 1عك - 1-/1.ه/ - و-لن. 
الآن بعد أن تعرفنا على العدد التخيلي ماذا نسمي العدد (51 32 ©) حيك © عدد حقيقيء. 7 عدد حقيقي 1-/1 -ح ] 
تعريف 
يقال للعدد :85 + © ح © حيث 7 ,0 عددان حقيقيان 7 -102-/؟١‏ عدد مركب (1 01011726 “«©011701))» يسمى 3 جزؤه 
الحفيقي (2315 [88؟]) ويسمى 8 جزؤه التخيلي (231 /1003910319) . ويرمز إلى مجموعة الأعداد المركبة بالرمز©) 
وبقال للصيغة [3+0 الصيغة العادية أو الصيغة الجبرية للعدد المركب. 


ملاحظة: أن أي عدد مركب (:5 + 4 ح 2) يمكن جعله مناظراً للزوج المرتب (3,2) 





إذ أن 2 ,© عددان حقيقيان» وبالعكس فالعدد الحقيقي3 يمكن كتابته بالشكل 01 + © أو (0 ,©) وان العدد 1 
(؛أأملا 17ة5أو13 ) حيث أن : (0,1) > : او 11 + 0 - ] 
يقال للعدد 61 © (5 ,0) عدد تخيلي بحت (/©672نالاا /203915311! ع#ناط) ويقال للعدد 01 + 4ح 4 ب (0 ,0) 
إنه عدد حقيقي بحت (066©1/بالا اهع؟ا عاناثا). 
فالعدد 31 +- 2- عدد مركب جزؤه الحقيقي 2- وجزؤه التخيلي 3 
والعدد 2-عدد مركب جزؤه الحقيقي 2- وجزؤه التخيلي 0 
أما العدد 31- فهو عدد مركبء جزؤه الحقيقي 0 وجزؤه التخيلي 3- 
أكتب الأعداد الآتية على صورة 88 + 0 
تقلط رو) 3-/ - 1- (ع) 0-/, (5) 5-(ه) 
ل ا ا ا ا 0ن نود حر جوزرة) 
101 + 0 - :101 - 1-/1. 1/100 - 100-/17 (0) 


مثال 





لأن الجزء الحقيقي مفقود نضع بدلآً عنه 0 






022 5 7-مم-م-0» » ف١‏ 





1 1-3- -1-/310/ -1- -ح 3ل - 1- (ه) 
5 5 1 _ 1+5 _ 1+10/2507-1 _ 25-/1+17 





(0 4 4 4 4 24 





:. كل عدد حقيقي (4) يمكن كتابته بالشكل 01 + © أو (0 ,©). 

أي يمكن كتابته على صورة عدد مركب جزءه التخيلي > 0 فإن هذا يبين أن : 

مجموعة الأعداد الحقيقية 18 هي مجموعة جزئية من الأعداد المركبة ) أي أن © > 12[ 
تعريف 

إذا كان 21 + ج32 - م2©>, 1رط + 1 1-2© 


فإن 82 > و85 , 322 - 21 © 2©-1© 





ملاحظة: يتساوى العددان المركبان إذا تساوى جزء اهما الحقيقيان وتساوى جزء اهما التخيليان وبالعكس. 





مثال جد قيمة كل من «,لا الحقؤقيتين اللتين تحققان المعادلة في كل مما يأتي. 


#(1+/)+22-1+21-1 (3) 
الجزء الحقيقي من الطرف الأول - الجزء الحقيقي من الطرف الثاني 
0 كك ررد كك 0 رار الوك | ردن اك ررد د ركد رك 1 امك زر 
الجزء التخيلي من الطرف الأول- الجزء التخيلي من الطرف الثاني. 
2212-1 - بز د 1721 - 2 
أبر8 + 2 ح 41 + معر3 رم) 


- ,نر جه 2 - :3 
1 
22-14-14 
8-31--1(1 - 2« 2) - (1 + :و2) (©) 
2ح برد 9- د بر2 د 1 - 8- - 2 د 8- - 1 + بز2 
(نوزع السالب على داخل القوس ) 00-6 
3 -1 + ر2- 


1[ - حرج 2( حدع«2- ج 1 -3 ح- 2ن2- 





أولاً: عملية الجمع على مجموع الأعداد المركبة 
تعريف 
ليكن 1رط + 27 - > ,21 + ج32 - ر© حيث )) © ي© ,© فإن 2(1ط + رط) + (32 + 37) - يح + إن 
وكما نعلم أن 18 © (82 + 81) ,18 © (2© + 61©) لأن مجموعة الأعداد الحقيقية مغلقة تحت عملية الجمع. 


ع 27م لب 007 لب ( 02 لب 01) 3 
أي ان مجموعة الاعداد المركبة مغلقة تحت عملية الجمع. 









3 
' 
ار 


:|| غيداء طارق الشمري كت لك 


جد مجموع العددين المركبين في كل مما يأتى: 


2( 3 + 41/28, 5 - 2 

21/28 - 5) + (21/ح4 + 3) 

1( التخيلي + الخيلي)؟( الحقيقي + الحقيقي) 
21/2(1 - 2/م4) + (5 + 3) - 


- 2200 

58 - 3,)2 (م 

محجحيت جم دعم 
:(5 --0) + (2 + 3) 
ديق 
731 -1)(© 

1[ 2غ 
رد 2 1ك شارن 1م 
27 +1 


6ف كا اع لان كك لل 3 اع لاك ري ل ا 2 





لا راع ان ا الل ل 2 ل لاك ل 0 2 00001 





خواص عملية الجمع على مجموعة الاعداد المركبة: 
© © بي ي) ,0ل 


فإن : 

*الخاصية الابدالية (/[]أ/اأأ 01011012 ©) + وا ع ون + )ا (1) 
* الخاصية التجميعية (/ا1/11أ65506©131) ه) 88( + )ا ) ع روا + رن)) + را (2) 
* النظير الجمعي (56م01/6| 260011(06) ) ع 2 - 3 , :5 + عه ح ع ,) ع © 3(19) 
حيث 51 - 0- ح 0 - يسمى (00)-) النظير الجمعي للعدد المركب ,.). 

*العنصر المحايد الجمعي 1061119 400110106 يرمز له بالرمز © ويعرفنا 6 © 01 + 0 ح 0 ع ه(4) 


مما سبق نستنتج ان ( + , ©) هي زمرة إبدالية (1010/0) 0111110191036 )). 
ا ا ا ات ا 2 ا لت زق لفك إرراة 





0 0 ا 0 كل 










(45 + 9) - (131 -7) 
اق لحيل ةلطع الى +9 01 
ل ا السك 0 | سح حا 

7 + 5- - تن + (غ4 -2) 
(47 -2)-(1+ 5-) د عر 
(47 + 2-) + (: + 5-) د عر 
ملاحظة: حل المعادلة معناها إيجاد قيمة « اا ا لا ا ا ا 
اوعاء17>ت: 


2 














بجوف ' 7 


: 5 0 
غيداء طارق الشمري بإ 2+7 





ثانياً: عملية الضرب على الأعداد المركبة 
لإيجاد عملية ضرب عددين مركبين نقوم بضريهما بصفتهما مقدارين جبريين ونعوض بدلاً من (2) العدد(1-) كما 
يأتي: 
إذا كان رط + 21 ع يء وى 24ط+ 32 - يه فإن : 
(ط لب 02) لقرط لب 6ش - 61.6202 
811 3 أرط ج02 لب 0111 لب 2 - 
(1-)رطرط )لب أرط 01 لب 121 ج0 01 سس 
1 - أرط 02 لب 0111 3 12 - 
1رطمه + وطيه) + (رط رط - ج0120) - 


"3227 اللاكاك 1 2 4 7 2001 ا 9/1802 أط! دمع - (غط + م دز 





ليكن رط + ,رج - 261 ,د اوج ج- 2( حيث ) ع 6062 فإن: 
22212 !لب 21) )لب روط رط - 012 - 61.6202 
وكما تعلم : 5[ ع زروطرط - 012) وان 5 ع و22 3 2ج25) لأن || مغلق تحثت عملية الضرب. 


لذلك © © ج1.©2©> أي أن مجموعة الأعداد المركبة مغلقة تخت عملية الضرب. 


مثال جد ناتج كلا مما يأتي: 58 - 382)3 - 2) (ه) 
عملية توزيع بين الاقواس 57 - 377)3 - 2 
) يع ( ) وديف ( 


(لأن 1- - 05 6-101-91-15 -ح 15:2 + 91- 6-101 - 
(نجمع الحقيقيان معاً والتخيليان معاً) 191 - 9- - :(9 -10-) + (15 -6) - 


)6( )3 + 44 


) عملية التوزيع ( 1601 ]| ل الا ا ل 
اجرح 6 121 +121 +904 - 
241 +7- -ح :(12 + 12) + (16 -0) - 
الطريقة الثانية: مفكوك مريع حدانية 
مفكوك مربع الحدانية > [ مريع الحد الأول + ضعف (الأول < الثاني)+ مربع الحد الثاني] 

1614 + 241 + 9 ح >41:(2 + 3) 

- 04+ 241 6 2-00 

71 +7- ح 24 + (0-16) - 


الطريقة الأولى: ضرب قوسين متشابهين 





م رو 
ا 0 ن)* 22+57 


١ ف‎ 

14+8): لع 
(بالتوزيع) 00 
(31--12) 1 2ح 2غ ب غ- 
7+ 1-- 


-85 
4( 2 )4 + 38( 


(عملية توزيع) - 10- - (3) زتد) + رم (ث) - 


7 - 1) + 5غ + 1) زه 
الطريقة الأولى : تجزأة الاقواس 
1 201 001 2-1 
(75 + : - : - ]) سد رك + رع + )د 
(1- -ح 2) 0- 1م 2 - / + 21-1+/ - 
الطريقة الثانية : مربع حدانية 
حي ته و باجعا ءاي عرف تسح تب وه ف اس عار تس نس عد كه دنتست لمع ات مين 
خواص عملية الضرب على مجموعة الأعداد المركبة 
تتمتع عملية الضرب على الأعداد المركبة بالخواصن الآتية: 


)ا © و© رون ,86 ب << و06 ع و0 << 67 (1 
(الخاصية التجميقيّة) و© 6 (22© كا 7©) ع (0© 2 02) ا 607 (2 
(العنصر المحايد الضربي) 1 - (:0 +1) (3 


4) (النظير الضربي ) عع 35 , 01+ 0ع م" 


1+0 - 2«اء 
أي ان لكل عدد مركب ععدا الصفر يوجد له نظير ضربي ينتمي إلى مجموعة الأعداد المركبة. 
أي ان (,(02 - 0) - 6) زمرة البداية 
أي انه (ا,+ ,©) حقل (يسمى حقل الأعداد المركبة). 
مرافق العدد المركب: 


تعريف 

مرافق العدد المركب 651 + 2 - 60 هو العدد المركب 2-1 - دم 
فمثلآً م + 3 هو مرافق العدد 1 - 3 وبالعكس. 

و هو مرافق العدد 1- وبالعكس. 

43 - 5 هو مرافق العدد 41 + 5 وبالعكس. 

7 هو مرافق العدد 7 وبالعكس. 


7”, خ] ح‎ ٠ 


ملاحظة مهمة: المرافق هو تغيير إشارة العدد التخيلي فقط. 


ل ا ل ل لك ا 2 





بجوف ' : 7 






ري 
ا 


0 


يتضح من تعريف المرافق انه يحقق الخواص الاتية 


)17 


:© + 61 ح ون + © (1 


(إذا كان 18 © © أي انه عدد حقيقي) 


0 ع7 62 





12 ح 61.62 (2 
0-7 ره 
© ع 6 (4 


١ )5( - 


| |ى 


2 


إذا كان 88+ هع ,6 >© 2م + كمع ركم.رح (6 
كانه إذا كان 28 - 3 - و6, 1+8 -ح ,0 تحقق من: 
167-55 
ما م ري كوو 0 
1 +4 -(4-1) - 
28 +3) +( -1) -ع (3-2)+ (+1) ح يي + 06 اصرف اي 
 )1+3(+)-1+2(:- 4+‏ - 
و) + ن ح ي) + إن . 
عوك رج ا ك2 
و -ح واي (2 
(20 -1+1(03) - ج).ر0 الطرف الأيسر 
(1--2) 2 +3 +21 -3 - 2,2 -:3 +2 -3 - 
7 - 5 - ) +5 ح إر(3 + 2-) +(2 +4 3) - 
3-20 .7+ 1) د 6ش الطرف الأيمن 


2 -:3 -]2 + 3 ح (:2 + 3) (7 -1) - 
0 2 +314 -]2 + 3 - 
17 -5-(2-3)+22 +3) - 


و).رن) ح ون).ن) . 
| وى | جد النظير الضربي للعدد م2 -2 -6) وضعه بالصيغة العادية للمركب 


1 
النظير الضربي للعدد 0( هو 3 





1 
2-27 





6 


- ك2 د 250 


( حتى نجعل المقام عدداً نسبياً نضرب بسط ومقام العدد في مرافق المقام ) > مرافق العدد 21 - 2 هو 21 + 2 











[52+تم - 6.م] د كح 
55 1 دك 2 كيه للد 
الم 0 02 01701 م 211 0 - 
4 | 4 8 8 8 4+4 
5 5 3-7 
| ضع بالصيغه العادية للعدد المركب : 


1+2 


(البسط : عملية توزبع ٠»‏ المقام : 52 + 02 ) 


1 


2 
و 3# - 
امعد 


اعد 





( 





د 17 1 


غيداء طارق الشمري )© 17م فا 


_ 3-38-21+2125  3-3:-2:-2 























للم احم 2 جْدم شهدم 
وح 2 20211111111 
يم سر سهد سس 
1 27- 3ع ال ا 
ظ ان فج يم ل 
: , 7 مترافقان فجد قيمة كل من لا © ,2 
7 - الوه 
العدذاء' :عت افما” حي ع 
دان متركمان غ 1+5 
١ 00‏ ْ 5 31+27 احير 
نأ اف :التشكل والمقائ العذة: الذات : فقفط جح شلب 
الاك ا لحو حي اوم خ- 1+5 


151-60 +21 + 3 ح رو - غر- جح 1015 + 151 + :21 + 3 ع 2زبز + زر - 
7+171- ح نمز - 7[ - جح (15 + 2) + (10 - 3) ع مر - رو 
سه سحت 0 فحن اسم 7 -<2 جه /7- ح رد 
جد فيم :2,3 الحقيقيتين إذا كان 1 - (21 + 171()3 + :2) 
عندما يكون 4 0 3 ست يك 








مثال خارجي ‏ 








حدود السؤال الى الطرف الاخر ري يت ل احاواه لمن روهييك0 

: 1 3-21 : 0 

ا سج حتقيقف 
ع ددع 1غ ةد ربع جه كد د زرربدع 
0 13 13 و 7 الل 9+4 4 


مثال | إذا كان +2 - 3 ح ,6 , + + 1 2 © تخقق من أن +2 - 0 
و6 627 


3-31-2114 - 0 3 
لص ع كا ك5 د 


























01 111 1+1 2( 
5 1 1-7 ٍ_ 3-5-2 
0 / 2 ( - ( 1 
١ 01 353-27 31+21 ٠‏ : 
ا ا لت لت ا 001 
3 (:+1) 62 
17 31+22 
لص افك , المقا )0 عن اللتتتت تت 
ته ند كر 
.15 515-52 31+24 +34 
أ 2 ك5 تسح سح 2 - 
2 2 2 1 +>1(2) 


6 _ رخ ا 
02 02 


0 ا ا ا ا اس كاك ل 0 كك إن ل 6 0 





فإننا نضرب بسط المقدار 451 ومقامه في مرافق المقام ويه و استيوستهنات 
١ 02‏ 02( 02( 02( 
٠ 2‏ َ 5 م . 1+7 
نخس ب يشير يديه 0 
- 1+2 1+2 
تنضرب بمرافق المقا مج ل 1 5-2 كد - 
عر بعر الاو ا 1+4 1-4 
حدس امسوم رصن وده 1+2 
+0 - -ع-ع- - - 





ع2 1(2+4(2) 


7 3 


' 1 " --/ 
غيداء طارق الشمري ١ت"‏ 2+7( 




















ود 
2-1 
ش 0 
3+7 
 6-111-4‏ 6-81-3+414 3-44 2-4 
9+6 7 4922)+3(2) 7 ]3-4 3+4 
11 2 2-111 _ 
020020202500255 
1+2 
ش. © 
21 - 
2-1-41-2- 2-4 ب 1+24 
مل ايت ا ب 21ت 
: : 5 5112 - هب 
7 ب 0 جد وناب لاح صصطحححتح77تتتتت رت 
5 5 
555 / :+8 ا 
مدخي حدقي ا ريد اذاعنيجا ل - ابجع 
ئ كت ح- 2+1 8+1 ا 
16+101-1 0 +16+81+21 0 
1 4 
.10 , 15 _. 15+10 __ . 
جا و ا ا يه ححا 20-171 
لاحدرة رودن روحعود 
لف7102 ف تل 10" . 


ا ا ا ا ل ل ال 2 ا ل 0 كنك 
780و + )9710 - يع ع كنز كرو شيع ل #رور قير 





2-2-7 


(تحليل فرق بين مربعين) ( + ه)(ط حمع) غم قمع ٠.‏ 
0 رن ا 0 00 “م بد كج ه. 
(تحليل مربع حدانية) 2 + ع2 + 2م - 2(م + م) ٠‏ 





| مثال اخلل كلا من العددين 0 53 إلى حاصل ضرب عاملين من صورة 58 :9 حيث 2 , عددا نسبيين. 


ظ 1 + 9 -10 أما 
ْ نغير إشارة الوسط ونضع للحد الثاني “8 لان 2-1 | 2 9 - 
١ /‏ 696 
9 +1 -10 أو 
2--1- 
(38 +3:(0)1 -1)- 
4 + 49 -ح 53 أما 
2 49- 
2 ررد 072 3 
9 +4 ح 53 أو 


-4 - 4912-)2-71(02 + 





ع 7 1 و 


1 : 0 
)0٠‏ غيداء طارق الشمري ا 7*+221 


مين 1 





تمارين | 1 -1 ]| 
١‏ - ضع كلا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب. 


[قسمنا الأس على 4 والباقي رفعناه أس جديد ل: ] كدرو ردن حيد ه 

١ح‏ د حكن رحو زه 

(بدون باقي 31 - 225) [0-1-1+0: -124]. 

(الباقي --> 2 249 - 25 1-0-1 999-3. 

مصعم 401ْه. 

(بما أنه عند الضرب تجمع الأسس إذن جزعنا الأس وأعدناه إلى أصله) ا وحم وطيمدر 
عفصي ار فعرفه روسوز ١‏ موسج فزن دوي ساق 1.1 - 
(1 - 4ن 5 
0+1 --1 1 - 

٠)2 + 385 + )12 + 28( 

(تحليل مربع حدانية للقوس الاول) [2 + 12 + 9:2 +12 + 4 - 


47 7ك ال روهظ ورم ارو لاو لكات لكام واشتاوع اكد والكم نن الطام اك 

٠ )10 + 320)0 + 6( 

(عملية توزيع)» ‏ 1812 +014 +6014 +0 - 

- 0+ 60 + 0:- 18 2 -18 + 601 

٠.) + 24 - )1 - 4 

الطريقة الأولى: 

دياع سشسوون جود وس سواصين حصان وجو )جحي يمه 
116 7 اك 


الطريقة الثانية : 
(فرق بين مربعين ) موتك ويه ةف | فرتعي يحم نه 
[(2 + :2 - ]1) + (2: + :2 + 2([])1: +2 - 1) - (2: +2 + 1)] 


[ -:2 -1) + 1 - 2 + 1)] 11 -21 - 14) - (1- 21 + 1) | 
0 - [411]0] ع [21 -21[1]2 + 21] 


























+12 
© 
١ 2‏ 
”5 ' . : #-121- 0 4 12+13 
نضرب بمرافق المقام وهو 3- 2-127 - 1 12147 - 0)2) حااسسات 
3+4 
© 
3-4 
00 34+41 3+4 
نضر ب يمر افق المقا 1ك ل 3 2 - 
لصرب بمراثق المعام وهو 3+4 3-41 
24 7-__7+241- _ 9+241-16 _ 9+121+121+16152 _ 
اوح سات لالسالت وو الل0 2 و له رت لتك 
َ 1 
2+3 
ا 0 6ك 
نضصرب د : -- - 
ار ا اا 5 2 235 
21-31 
2 م 


2+3 _ 3+2 30 025 








- َ 
419 1 13 1 


7 5 3 


١ :‏ 0 
1١‏ غيداء طارق الشمري 6 7) ف ١‏ 


اين 1 








3 3+7 
00 
-_ز_ز_2ذ010|00 | |[ 202111111101 م - 
ي-1 2 ديريسيه 0 جاداناف قفويو 

) 2 ) - 20 وض ) - 

23 4_2 4-27 
4-2 - تنقم - 

نجزئ القوس إلى 3 -2) - 


(2 + 41 - 4)(: -2) -ح 2-1(5)(-02)- 

1 [ ز[ |[ |[ |[ | |[ |[ |[ |[ |[ |[ |[ 0 

2-111 2 6-11-4- 42 +3 -:82 -م- 
الى 




















خ+4 2 1-2 
طريقة اخرى للحل 5 - ل) 2 ة) 
1 دك ور عاك ان سم زر _- +4 12 
15 ك5غص ران 161-414 +] سحت م 
ا 11 اك 14 +42 6) 
1 +3 4 مسستت 3 تت 0 
10+7- 17 2 0 
5 0 0 (لتددة) (تقلط) 5 
تسد كت - ّ م 97 
0 0 2--8-15-01- 
2 + :55 + 301 - 50- ا 5 
9 ل 25 _: 5 
5000 ا ا 7 
ا ل 34 
34 ِ 
ا - ,25 3- 5 83+25- 1 
24 7 24 34 34 34 


3 - 1) + 5خ + 1)ه 

دن عاك القر امن [ -2(5)1 -1)] + |[(: + 1(25)1 + 1)] - 

- ])1 + 2+ 12()1 + :([ + ])1] - 2+ 142()1- ([ 

[( -2-10)1 حيق)] + |( + 172)1 -2 + 4)] - 

- ]2:)1 + :([ + ]-21:)1- 2([ 

لما اك 89 للم 33 رمك د راك مد ل فار تك 532 7 


؟" - جد قيمة كل من +« 7 الحقيفيتين اللتين تحققان المعادلات الآتية (21 +2 )(ة +ع 2) ع 51 + (ز (0ه0 
نوزع قوسي الطرف الأيمن 21 + زمر + 1ر4 + 224 ح 5 + رر 

و صزيرة سوبديوه كرك عدر 

1ر5 + (2 -222) ح ]5 + ررس 

ا لضي كر 

0 

0 - مر دج 2 - 2)1(5 ح رر 


ا ل ل ف ا لكل 





[وزاري] 1 + (22 + 2()7 + 2 ) - 81 رم 

ننقل 1 إلى الطرف الأيسر ونوزع الأقواس في الطرف الأيمن ‏ 412 + 276 + 21 + رومر ح :8 + 1- 
4ت و2 عدعر2) دور :8 --1- 

[(237 + 2) + (4 - رود) ع 8 + 1- 


)1) ووو 3 - دج 3 - بروج برو - 4 + 1- ج 4 - بور - 1- 
2 + |8 ح بو2 + 21 | 

نعوض )١(‏ في (5) )2( 0 

3 

كم 


0 > (3(7-1 تنم ج 0 - 3 + برة - #رر ج ررك - 2رر + 3 
1 - 2ج - ب ب 3 - برب 0 - 3-ز أما 


3 - 2« ه : - » د 1 - برد 1-0 -ر أو 
22ج - مرجم +( 0 


نضرب الحد الاول بالمرافق ونحلل الطرف الايمن مربع حدانية >4 + 41 + 1 - (أبر+ :ه) + - -1 ع 


ا ا 
وى 
-21 8 





4 - 41 + 1 ع ر(ذآبز + 2) + ر 





[4 + 3- -ح ( + عن + 
4 + 3- - (زرر+ بن + كد 
57 + 3- ع (إرز + 2) جح ] + 41 + 3- ع (ز[نز + 2) ج 41 + 3- ح ([نز + 2) + 1- 


0 ب 
1 0 
1 ا وه 0 
1 2+7 0 
: 1 1-7 22-7 ( 3-13 1-7 2-3 
كل حد من الحدود نضربه اففه ٠‏ سد جع لس حت جد عد +ع حتاحن: جحت 
و 7 لي مر 0-7 ]8 4 22-7 24+17 ١‏ -1 ب 


1 وق ) + ير لظ اه 2-2 
2 “ذل 2(2+00(2) 02+02 


' 
رك جع رم 
أ 
! 











0 


1 
انك واه 01 


0-0 


0-7 -ح 11 - بر + ]مر سور 

: 3 1 
0-1 (د مشج + رج مق 
رقاب 2 7 


لغورض فى 1ه 5:25:11 ] حدكان د 
<- د برج 0 - بر +2 د 0 - بر+ (1) 2 


ظ 
هم 
ظ 
| 


7 5 3 


5 1 0# 
٠‏ )| غيداء طارق الشمري 6 2+7 


الى اهنا 





























5 8 1 1 
 )2+25 25‏ 2-25) 
1 1 1 0 
ججح 20 بي يي 22 0 ف الايسر 
 )2+1(5 2 4-41+12 2 4+41+‏ 5(-2) 
1 1 
3+4 413 5 1حنه4جه 4-4-1 2 
3-41 4+ _ 7 حن 3 تتم : 1 5 _ 
3(2+2) 2 3(2+2)4(2) ا اراد 3+4 3-41 


_ 34+41 3-41 _ )3+41(+)-3+40( 


25 25 25 
الطرف 5 9 _ [0+8 _ _- 
20 5 - 0 2 

)1-24 2 )1+25 -2 














: : م 
2 9 2 2 1-2 م1+2 
+1+2 10 (1+8) (1-8) ا 
5 ا كه كك الك لك ا ل كم 0 1 0111 25 ره 
1 +1 1-1 1+7 لطرف 0 
21 21- _21-1 +1 4-2-3 
كر 1+1 00000 
كار ا رار +21 244 2770 2 ررك 
ا 222 ج222 1 سي م الوك ل 2 الى 
2 2 (031)+1(2) (31)+1(2) كن 0 


/ اه 9 
لك ل ا ا ا ا د ل ككاته 
.. الطرف الأيسر > الطرف الأيمن 
4- (3 -2)1-12()1 -1) © 
ف العم يض ون د حك جنوس يحون الطرف الأيسر (1+ -1()1 +1-20)1) - 
الطرف الأيمن ‏ 4 - (2)2 - (1(2) + 2))1(2 - 2 + 27)1 -2)1 - 2+ 273)2()1 -1) - 
..الطرف الأيسر - الطرف الأيمن 
؛- حلل كلا من الأعداد (85)» (41)» (125)» (29) إلى حاصل ضرب عاملين من الصورة 58 + © حيث ( , 3 
عددان نتسبيان: 
2 2 : 
17 4 - 2 25 - 
(5 + 5102 -2) - 28 + 220)5 - 5) - 


125 - 121+ 4 125 - 41 

اما 2 4 - او 2 -121 - 
1111 252 - (28 + 22()11 -11) - 

41 - 25 + 6 41- 16 + 5 

- 25 14 - 16 - 2 

- )5 - 41()5 + 41( - )4 - 5804 + 58( 

85 - 81+ 4 85 - 4+ 1 

- 81 - 4 - 4 2 


- )9 - 2()9 + 2( - )2- 9202 + 98( 


1 7 -- 


1 : 0 
064) غيداء طارق الشمري 6 2+7 





ال امهيا 9 


0-5" 5 5 6 [+3 5 
ه- جد قيمه 2,3 الحقيقيتين إذا علمت ان - -- مترافقان 




















1< 2-1 
العددان مترافقان كك / عكك 
دير 2-7 

6 3+8 
2-71 00 5 
+ 3) + [(: - 6)2 -ح (إرو - جوز + 3) 
3-4 بز 12-64 0 ه 12-6 000000 

3+1 3+1 3-1 
500 36-121-181+6 7 2” 36-301-6 

)3(2+-) 1 9+1 
._ 30-301 ._ 30 30. 

اوس !ل د 07/722222 


3 - :1 ,3 تج 3-31 - 1س ير 
3-7 أله 4 
ا ا ضع العدذ ١42‏ تت ع بالصبغة العادبة للعدد المركب 
أاسئله وزاريه س/ صع ا 5 5 : 


ا ' 1-1 3-1 
1 ترح ف 
7 ز ‏ 1 1 1 2712121111 


اك - 3- - 4 -]4 -1 - 412 + 41 - 1 - 2:(25 - 1) - 


س/ 2 + 2-)(22 + 3) بالصيغة العادية للعدد المركب ثم جد نظيره الضرّبي وبالصيغة العادية أيضا. 
جل : اكير روس بر سك وروا بحس بح وسكي ب رركت 2 




















0 1 1 1 5 ٍ 
(النظير الضربي للعدد ) هو 0 5 2 لخر الحريى:. 
5 4 ا خ+8- 1 
(حتى نجعل العدد بالصيغة العادية يجب ضربه بمرافق المقام ) - 0 
2-0-1287 
 -8 0 1‏ __ جه ا 
3 65 2 64+1202265 2 
س/ جد قيمتي 2,3 الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلة: 1:0 - 2:82 + :31) 
د 7ت تت 4-380 200 ء: ' 
نحلل الطرف الأيسر مربعة حدانية ونضرب الطرف الأيمن بالمرافق 6 0 ح 214 ترك + زرمر 12 + 9:2 
800-6001 





اد 0 
0 - ررك - [رومر2 1 + بعرو 
6001 800 


د ح 127(1) + (كتو4 - 24يرو) 
32-41 - 127(1) + (2رو4 - 4يرو) 
250 روك يرو 

- برد كك - برد 24- - 122 
92-4] ج 32 - 4)22 - 2,,و 

2 

2 - 4ر9 ججح 32:4 ح 16 - 4:و 
0 ح 4 - 40,2 + 2يرو) 

يهمل # »# كل ح 2ير جب 4 ح 2برو ج 0 ح 4 + 9,2 أما 


2 ح ,ع جه 4 - 2ير ج 0 - 4 2ينر أو 





2 1 1 
1 1101 


000007 
ص إن | 
سشك 
| 
88 
لآ 
لطم 
عد 
مخ 
55 


1 7 -- 


١ :‏ 3 1 
200١6‏ غيداء طارق الشمري 6 8!57+!]م<مم» ف١‏ 


ال اهيا : 





س/ جد قيمة 2,1 الحقيقيتين 3 - : + (2 - 7)مو + (غ + عد)د 


ننقل 1 إلى الطرف الأيمن حتى يصبح لدينا عدد مركب على شكل (51 + 0 ) في الطرف الايمن 
1 - 13 -ح ]رو #رو ل مر ا معن 
13-1 - :(مو - ع) + (2رو + >ن) 
تر 
نعوض في )١(‏ 1 2 - 2 ج 1- ح بو -2 
ام ا ا ا 0 00 
2 + [0 - 20-12 -2:و2] جه 0 - 13 -1 +2و2 -212 
0 - (2 + مو(ة3 - بن ج 0 - 6 - بر - 2ب 
5-5-1552 كدر ك0 10-9-5ااايى 
3-- ع« هج 2-1- ح رج 2- ح بر دج 0 - 2 دبز أو 
س/ جد قيمة 7[ ,مر الحقيقيتين 11( +11) + 2(9 - 1) ح غرز + بر 
+ 191( + 1) + (2 - )2058 -1) -ح ]زرو + عر 
2(5150)1+5 + 1)] + (1 -2(24)1 -1)] ح آرز + عن 
8+ 215)1: +2 + 1] + (2 -24)1: + 21 - ]] ح ]رو + عر 
85 2-2051 شق 2 3 -404)1-:2-/1) ح زتو لد غر 
8 + 22(”5)1) + ( -214)1-) ح آبو + عر 
0 (2 + 32:5(0)1) + (23 -161400)1) ح إرز + عر 
(321)1+2 + (2 -16)1 ح إرو + عر 
7 +321 + 161 - 16 ح ]رو + عر 
2 -321 + 161 - 16 -ح ]رو + عر 
161 + 16- - ]رو + عر 
6 -/ز , 16- 2-2 .. 
س/ جد الصيغة العادية للعدد المركب 25 -1) - 5( + 1) 
نجزأ الأقواس مج ارجح كر رما 
ل ل 0 - 
(12(4)1-2 +21 - ]1) - (خ2 + )1202 +2 + 1) - 
85 -195)1<--:2 -1) - (خ + 1) 21-132 +14 - 
5 -41:20)1) - (: + 412()1) ع (: - 22)1-) - (: + 2(2)1) - 
4ك حمل + 41 - يى] ح (] - 4()1-) - (: + 4()1-) - 
520 
س/ إذا كان - 3 ح نو , 38 + 2 مر جد قيمة ‏ 28:2 + 2ير 
نعوض عن قيمتي 2 ,7 في المعادلة 2241-2372 
4 - 2)3 + 3:(4 + 2) - 
(12 +6 -2)0 ل 92 +12 + 4 - 
12-2 - 18 + 9 - 121[ + 4 - 
11+01 -(4-94+18-2) - 


١ 0 


4 1 يي 
5) غيداء طارق الشمري 6 2+7 


“ع اهيا 





س/ إذا كان 28 + 3 - 2 , م -1 ح- بو أثبت ان 377 + 2 ح 7و +6 
(:-1)+(2 + 3) - 2#و+ م : الطرف الأيسر 
ل حوس ل ا ري ا 1 
-1) + (:2 + 3) ح 2 + : الطرف الأيمن 
0100 
2 الطرف الأيسر - الطرف الأيمن 
س/ جد ناتج_ (4!+ 34()1 - 42(5)5 + 3) بالصيغة الديكارتية للعدد المركب. 
نفتح القوس الأول مربع حدانية ونوزع القوسين الثاني والثالث 
(5 -:3 -]5 + 1615()5 + 241 + 90) - 
0 (3 +21 + 16()5 -:24 + 9) 
الصيغة العادية للعدد المركب وتسمى أيضاً الصيغة (25 + 241()8 + 7-) - 
آ ّ 5 + :192 +1414 -56- - 
الجبربه أما الصيغة الديكارتية هي (104,178- 
ر سم تعسة : ١‏ 8 -178 + 56 ح- 
ا 1781 +104 - 





س / إذا كان 28 + 1- -ج جلا, 5 + 33 + 24 بالصيغة الديكارتية: 
5 + (223 + 1-) 3 + 2:(4 + 1-) - 
21 +1- - :6 + 4 - ]4 - 3 ح 5 + 6 + 3 - 412 + 41 - 1 - 
الصيغة الديكارتية هي (1,2-) 
س/ إذا كان # - 2 - جد 8 - (1 +382 < 212 
كن سار حترسر دك |( كاسن 5 
3-8 + 9-(2)4-41-1 - 1-8- 33 -(2: + 41 -2)4 - 


[57--11-- 32-8 8-8-2-9 - 
الصيغة الديكارتية (5-,11-) 


2+4 5-57 
1-2 21 











س/ جد قيمتي 2,1 إذا علمت أن 28 + 2 - 


























ده 0-700 نكاد 
1 2-1-0 
2 . . . 1 . . 0 5 
عست ا يد !ا 3 5 2 للدي كل 27 2د 3 5 
1 +2 (1) لاي 1+4 1-41 67 
2+5 -:2 + 2 - 8ق جب (شكةة) - 1ج +2 د د 
2 2 ار 7 21-0 
1 : 5-1 : : 5-7 
#موسء وه ةبح ورم بوتت تئ0 7-2 
217 217 
١ 0 9‏ 5-7 . 5-51 
نقسم على (7 - 3) مز + عن«)(] 3) - 5-51 جد 1 3 د وريم 
3+7 5-51 : 5-57 5 
0 ح- 3771 1-1 دح 21-071 
(5-15)+(15+5) ا ا -15+51-151 - زرو + بو 
10 950-71 


: ٍ. 2-10 20 1 
1- - رخ , لكات ليح لكا قلح اراد 02 20 كا لتر مص 10 ارون كي 





. : 0 
05 اغيداء طارق الشمري ال" 7) 





س/ جد قيمة 16 التي تحقق المعادلة (78 -1) /  -‏ 














110 ا ا 
ش #حم دن اجرح جاعم 
000 م 0 
1 5-7 ار 77 
تبجع ججح الحصبيح) د ع/ 
50 50 50 1+9 


لس -15 


ا ال ا ل مت كه - 7(5ز + 21) 


س/ جد قيمتي :2,1 الحقيقيتين اذا علمت ان : 49 + 2بور9 ح (78 + 7و2()3 - 8)(« + 2) (2 


1 1-8/ + ةي اسك د 79 





الجذور التربيعية للعدد المركب 
لقد تعلمت أنه إذا كان 2 عدداً حقيقياً مؤوجباً فإنه يوجد عددان حقيقيان هما 0/+ يحقق كل منهما المعادلة 04 - 2م 
وسمى 1/0+ الجذرين التربيعيين للعدد 3 أما إذا كان 0 © فإن؛لةاجذر واحد هو 0 والآن سنتناول دارسة الجذور 


0 جد الجذور التربيعية للعدد 6 + وا 


نفرض ان الجذر التربيعي للعدد © هو 371 + 2 
(تربيع الجذر يساوي العدد المركب) 61 + 8 ح 2(زإرز + عن) 
67 + 8 - 7212 ل إرومر2 + 2ن 
[6 + 8 ح 2ربر - [روم2 ل 2عنر 
61 + 8 ع ](بو2) + (2رو - 4ن) 


0 
ذِ 3 6 
: ظ 2-2-8 
5 : 5 5 ْ َ 


6 -(1+ 902 - 22 جح 0 - 822-99 - 4ير جح 2ر8 ح 9 - 
ا ار ا 5 
(:+3) + 1 - برد - برج 3 - برعندما 
(3-5-)12- د برد ش د ترب 3 22 كه 
يهمل #1 1- -ح 22 ج 0 - 1 + 22 او 
عبان ع ل م حروع 


9 


: :5 يي 
20-١‏ غيداء طارق الشمري ب 27 


جد الجذور التربيعية للأعداد 25-,17-,1- ,81 


ملاحظة: إذا كان العدد حقيقي مباشرة نأخذ الجذر التربيعي له 5 - 2ح (ه 
الكت 9 
ع 1-/م 72510-1-د دم 
يحم 





2151, -511( الجذران هما‎ .٠ 


7 ح تح (م 

770/7 دع 

1-/21/171 دم 

. الجذران هما (1/178- , 1/171 171 دع 

©( - 

ص سح نفرض ‏ 1-/ ع (]نز + ) 
د ادف أذ لان إقاكة اش 0 دم لوكت 0000 0000 
5275 اا كص واد ردي لحار 11 0-1 > 212 برح اررمر2 + كير 
هو ]1 + 1 0-1 - إروم2 + (2رو- 2جن) 

ربل )نه مسن انحوي وت در 





' 1- 
نعوض في  )١(‏ 2 ح بر ج 1- - 2217 
2 1 2 1-020- 2 
2+ 0 - ل _- 90 لحا 9" 


50 *- 4د 1 - ثيه جه 0 - 1 - 44 
5 
ةا 
ل دك اه طخس 1 
ا الوا 0 
مواعي هات 1 11 1 
لظ .ع1 
:. الجذران هما ([21- + 2 -” 0" 7 
8 0 
نفرض الجذر التربيعي للعدد 81 هو ]نر + 2 81 + 0 ع 71(4ز + 2) .. 


87 + 0 ع :(بم2) + (2رر - 25) ج ]8 + 0 ع 125 2رو + إرم2 + 2عر 
0 رو كدير 

رمن فى ارا - برد بي - رد 8 - 20 

2-2502 0 

- 48 + 402 - 2ج هد 4-16-0, يي 5 تمد 
:)لس سم سك 


- 7 1 و 
5 ل 


205 غيداء طارق الشمري ردك 0007 فا 


ال امهيا 





و رن 0 
(28 + 2) ج 2 - برج 3 - برج 2 ح بر عندما 
(2-28-) ه 2- - برج ك - برج 2- - بز عندما 
د ء سس و سم صد و سس 
حل المعادلة التربيعية في ) 


تعلمت من المرخلة المتوسطة ان للمعادلة 0 - 2 + عرط + 0345© حيث 0 2 © وان 18 © 0,5,6 حلين يمكن 


72-4 م - 
إيجادهما بالدستون د - 
01 
وعرفت أنه إذا كان المقذار المميزن ©©4 - 25 سالباً فإنه لا يوجد للمعادلة حلول حقيقية ولكن لها حلان فى مجموعة 
الأعداد المركبة. 


حل المعادلة 0 - 5 ل 2ر4 د 2ئر في مجموعة الأعداد المركبة: 
نلاحظ ان هذه المعادلة لا يمكن حلها بالتجرية إذن نستخدم قانون الدستور حيث: 
0-5 0-24 4-21 





4/160 20/52-40 5 _ 
2 0 2 0 
0 1- /ميكه /ي+ة 4 4-/+4- 
59- ( ح ‏ ن هه 
2 2 
لك 
7+ 2- ح عر جح 1 


“.جذري المعادلة هما !7 2,2 + 2-) 


ملاحظة: من الدستور نعلم ان جذري المعادلة التربيعية 0 - ع + :رم + 02:5 التي معاملاتها حقيقية هما 


72-40 إددع- 72-40 إددعق- 


9 0 
ارج كك 1 ا ل 2 + 231 وحاصل 


. : . 
ضرب الجدوين هو ٠‏ - 21.32 


20 





وبمكن الاستفاكة و الس 
أولاً: إذا كان ]بر + 8 هو أحد جذري المعادلة 0 ع + 8 + 02:2 حيث 0 2 ه , 18 »© ب ,ط ١0,‏ 
فإن 2-171 هو الجذر الآخر. اذا كانت المعادلة ذات معاملات حقيقية يكون جذراها مترافقان 


ثانياً: بقسمة طرفي المعادلة 6 1 + بوم + “02 على 0 # © نحصل خصية 2 








0 - (حاصل ضرب الجذرين) + (مجموع الجذرين)- © 


ون + المعادلة التربيعية التي جذراها (27 + 2) + 
7--2- ح دون 5 2+7 - .رم 
(2 -2-) + (20 + 2) ح يه + يه : مجموع الجذرين 

















1 1 00 5 
غيداء طارق الشمري م 8157<مم<م» ف١‏ 


0 -:0+01-:(2-2)+(2-2)- 
(2 -2-)(:2 + 2) ح ويه..ه : حاصل ضرب الجذرين 
(1- -ح 2) 4 - إبلك - إيك4 - 4 - 
8[1- ح مل إليلكه - 41 - م ح- 
0 - (حاصل ضرب الجذرين)+ > (مجموع الجذرين)- 2م 
المعادلة التربيعية 0 - 81 - 22 جح 0 ح (81-) + «(0) - 2م 


كون ألمعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية واحد جذريها 44 - 3 


ملاحظة: بما أن المعاملات حقيقية .. جذراها مترافقان ٠:‏ أحد الجذرين 48 - 3 .. الجذر الآخر هو 41 + 3 





017 + 6 ع (413 + 3) + (41 - 3) ع ين + ,2 : مجموع الجذرين 
7) + 3(5) ح (41 + 41()3 - 3) - رع.ن : حاصل ضرب الجذرين 
7-5 16 عل 0 ع 
0 - حاصل ضرب الجذرين + (مجموع الجذرين) - 12 
6 مح كاوه سوم سس 
تمارين [2 - 1] 
١-حل‏ المعادلات التربيعية الآتية وبين أي منها يكون جذراها مترافقين؟ 


2 - 72 (ه 
1د كاج 
1-/10/121+ عدج 
ةم 


:. الجذران هما (21/31-,21/31) مترافقان 
0 - +3 +ج2-3ج (م 
7 +3 ح ع , 2-3 ,1 ع 0 
(9-4)3+7/+3 ا 1/72-0+ 7 - 





1-2 27 حا بم 
2 201 

3-47-/31+17 314179-12-47 314179-12-41 
- -.72- 00 خحار ا حت 2-2-2 حبر 
0 2ه - 3-/م - تبر + م 
5 َ 4 41 -3- -ح 722+ ]نم2 + عر 
.. عدد مركب تحت الجدذر ظ 4 - 3- - إرومر2 + (2بو - 2عنر) 
نفرض 48 - 3-/1 ح إبو + عر (1) مي سرك ررك 


5 - ٠ 
تاك ار كارك كك ررد‎ )١( نعوض في‎ 
2 (2 - 3 2رء |3- - حك 2ر| ج‎ 
0خ ير ره حو ا كاك 1ك ونه كير كه يرن جوك ورك بر‎ 
يهمل 4- -ح 2ج ج 0 -ح 4 + 22 أما‎ 


1ك 7ت رونك ورك لد يورو 











1 : ا . 
00 غيداء طارق الشمري إن" للا ياد الكل 


: 3 2 





52522:1220 25 تراعدي 
1+50-) ه 2 ح بوه 1- ح ,رز عندما 
. الجذران هما (21 - 1)+-2 نضع الجذران بدل الجذر في قانون الدستور 





1-20)+3 _ 
: 7 2 3 
7 لك ده 8 حساك 000 
ا 2ر2 3-1721 ى'(0-21 7ه 1000 
2-2 2 2 


.٠‏ جذري المعادلة هما !1 + 1 ,1 - 412 الجذران غير مترافقان 
0 -272-52+13 0 





باستخدام الدستور 3 -ع 5- -ح م 2 - 0 
4--17/25+-5 1/2-40+م - 
تتح حا ع ججح للبخلبلللتتت حاير 

4 20 
5 0 1-/. 5 سمصس كاد 
حت حي د د ل ح ححححم عل جحت 
4 ل 4 4 4 
: 1 . 79د 5 .0179 5 : 5 
.٠‏ جذري المعادلة هي [] 0 ب 2 الجذران مترافقان 


0 - 2 - 2): +22 + 2ج (0 
0-> 22-27-27 
2110م 1م 
ا 0-15-2212 .. 
00-0 د81 سه 2- ات رم 1/22-406+م- 0 


الج د 2 2 20 
تحت الجذر عدد مركب .. نساوي الجذر للعدد 371 + 3 
بتربيع الطرفين احا كت ارده وود 
87 - 0 ع 1(توم2) + (2رو - دع) ج 8 - 0 ع 4 ]إبز + 1ر2 ل 2عر 
0 1 اد 
طريقة أخرى للحل 5 1 لير 8 
0 - (2 - 2) + 2غ + 2) نعوض في )١(‏ ا خا نز 6 0 زه 
0 -+ 7 أما لوه مد قي ج 0 - 32 - 2 
ايت 0 -4-16» 
- و - 0ج" 
م دو ايمل © 4-- 2ع ج 0 - 4 + 2حع) , 9-0 + 2ع)4- ةين 
7 2ك :5 كي 2 كك كك شمر 





20 -2) جه 2- - برب كك ح برج 2 ح بر عندما 
(2 +2-) ج 2 - بر دك - برج 2- - بر عندما 
*. جذري المعادلة هما (21 - 2)+ 

41د 21د _ (2+02-2- _ 

اا 0 2 0 

2 لح اتدددفه 0 (اقدقدف 
22-2 د فقت ل لشاف - 
2 1 2 


“. الجذران هما 71 + 2-,1-1 غير مترافقان 


7 0 ١ ١ 
١ ا 77 ) ف‎ 20 20 ١ 





0 ح 25 + 422 ره 





5-0 5 الطربقة الأولى 
الطربقة الثانية: تحويله إلى فرق بين مريعين - 17 
ا 2 5ه . 5 5- 2 
0 - 3و - 50022 +22) بالجذر التربيعي احريد تيدم 
. ع : 
-: جين كبرت 22 ود 0 عن 5يج 22 ويرام 0 
:. جذرا المعادلة هما (21 ,1-) غير مترافقان 


0 
سال ما [] ,أ 7) غير مترافقان 
ملاحظة / الطربقة الثالثة : الدستور 
0 - 3 +نج2-2ج (/ 


م »2*8 ار 8 5200000 1 | بقة ١‏ 
طريقة ثالئةة: طربقة ثانية: لطربقة الاولى 
ااه يمكن كتابة المعادلة بالشكل :0١‏ ا سرك 011 اتنس 
: ٌ كا يمكن كتاد دله باليد 
عد مدي ال اسه 22-6 7152-40 6- 
وذلك بأضافة 12 للطرفين ا ا 0 2 
كه بيرك 2 : 2 ِ 5 : 
12-3 (2: +22 -22) ات ا 1+1/4.12-2 2 
ك5 2 حصان جو 
بجذر الطرفين 4- ح “2 - 2) ْ [ْ 1/6 24 2140-4-12 ا 
2007 0 - (: + 3:()2 - 7) 2000 2 00 
2+ --2 تصبره حبر أها 0 2 _ 
م +28 ح 7 اما ك2 2 2 
7 كك ا 1ه + ] 
2+1 -7 أو 0 >1 او 37 -ج جح :21 + دج ما 
72ت ا ا / /2-: /ْ 
4-2 - : 5 عدج جح 2 -]- ج 
.٠ 5-1+-37(‏ الجذران هما 311 ,1-1 غير مترافقان ١‏ 


.٠‏ الجذران هما 1,311 -1 غير مترافقان 
؟ - كون المعادلة التربيعية التي جذراها 117,1 حيث -1 غم , 28 +1 -:1711 (0 
7 +2 - (27 - ]) + (خ2 + 1) -ح ][ +11 
#للإتنهجه د ند 1ح 2ره :ر( د:- 1 ح (ن -1) .20 1) حياية 
0 - ((حاصل ضرب الجذرين + 7 (مجموع الجذرين) 2 
0 ح :+ 3) + ع( + 2)-2عر 


02 هم - ---- 
)2 03 7 6 - 111 زط 
7--3-32 اسووجدة3 
5 ) |1 5 َه ٠‏ 7لسعتسججوتت ا ب ججح لاج ارح 
ّ حو قبل جمعهما وضريهما 7 +12) اتاسونينة 0 


3-41-1244 - 
7 ا لص ا 
5-121 -] ج 4 -:]12 -9 - 4:2 + :121 - 9 - 22 - 3) - ,]آ 
6-141 - (12 - 5) + (27 - 1) - [ + 1 
221 -19- - 24 -:22 - 5 ح 2412 + 101 - :12 - 5 - (121 - 2(.)5 - 1) - ,آ.1 
0 - حاصل ضرب الجذرين + 7 (مجموع الجذرين) ‏ - 22 .. 
0 - 22 -19-) + :(141 - 6) - 2ع 


كك الكحاا اح 


1 7 - 


: : 3 0 
20١‏ غيداء طارق الشمري 6 17!م)0 فا 


ال اهيا : 





“ - جد الجذور التربيعية للأعداد المركبة الآتية 6 - (0 
نفرض الجذر التربيعي للعدد المركب (61-)هو 1ن + 2 67- ح 11(2 + عن) 


0-61 ح 2124رو ل رم 2 ل 2عر 
61 - 0 ح ](بو2) + (2رو - 2ن) 
ام لك كر در 
' 3 6- 

9 - 
#رء |0 - ع - 2ر| ج 0 -  )3(2‏ 2 

956 96 
30ر0 ك2 ين رواحي بو بك اداو كم بر 
ل ل حر كن كك د نودت رن 
3 ح عرج 3 ح 2,ر اج 22-3-0 أو 
(5 1/3 - 0/3 ج 3 - برج ب - برج 0/3 - ع عندما 
( 1/3 + 3/-) ج 3/ - برج حت - برج 3/- ح بز عندما 

:. الجذران هما (8 1/3 + 1/3 ,1 1/3 - 0/3 


4 + 7 (م 
نفرض ان الجذر التربيعي للعدد 241 + 7 هو ]زر + 2 241 + 7 ع 4(زبز + 2) .. 
41 + 7 - آأرمر2 + (2رز - 4ن) ج 241 + 7 ح 12 2رز + إرمر2 + 2ير 
)1( ع رح كرح عي 
. 12 24 

نعوض في )١(‏ ححم دخ حب دخ ل ة_حسوده 

144 12 
قرء | - كة ‏ 2ر| ج 7 - 02(2) - 2 

"6 96 


-(22-16()22+9») ج 0 - 144 - 7,2 - ثير جح 2ير7 - 144 - خرر 
يهمل ‏ # 9 ح 2م ج 0 ع 9 + 22 أما 
4+ دع ج 16 - 22 + 0 - 16 - 22 أو 
:3 + 4) ج 3 ح ردج كد - بر ج 4 ح بر عندما 
38 -4-) ج 3- - بره كد - برج 4- ح بر عندما 
7 الشتراة انها 4-1371 ,31 ل 14 
كىن 
1/3 
أولاً نبسط المقدار بأن نضربه بمرافق المقام لنجعله على الصيغة العادية للعدد المركب ومن ثم نستخرج الجذور التربيعية له 


4 د ققلمه ره _ 1 تدده _ _ 1ةاندده_ __ 1/31 4 
1+1 - 4 ل 4 (1(2+00/3(2) 1+7/31 31/-1 














نفرض الجذر التربيعي للعدد 1 1/3 + 1 هو ]7 + 2 317 + 1 ح 2(زرز + رر) .: 
0/31 +1 - أرم2 + (2رو - 2ر) ج ‏ 1/3 + 1 ع 12 2بر + إرمو2 + 2مر 
(1) درك دري 
. 13 
نعوض في )١(‏ 22 ح بر اج 10/3 - 210 


22 


بجوف" 7 


! . " 1 
20-54 غيداء طارق الشمري رك سس . 


0-0 





1/3 3 

2 الكو اده شار اا 2 

+ |1 - حك د 0032-1 

6 ع (1 + 2ع3()2 -2225) جه 0 ع 3 - 2ر4 - 4ر4 جب 4,2 - 3 - 4124 جه 
يهمل 8 © خ ح 2 ج 0 - 1 + 22:2 اما 





8 00 _ 2000 
ج + ح يرج د - حور رك و ع فيرو كا كد او 
22 ل 02 
ا حم ا ل 
2 


3- 
2 2 0 اا ااا 
575000 1 73- . 1 2 0723 

الجذران هما 211 - سر , آي + ع7 ) 
4 - ما المعادلة التربيعية ذات المعاملات الحقيقية وأحد جذربها هو 


1 (0 
”. المعادلة ذات معاملات حقيقية 0 - (:-) + (1) : مجموع الجذرين 
.. الجذران مترافقان اذن الجذر الاخر هو 4 1 - 5:- - (:-)(:) : حاصل ضرب الجذرين 


- (حاصل ضرب الجذرين) + #(مجموع الجذرين) ‏ - 2ب . 
0 1+ #يرج 0( ح 1 + ع«(0) - 12 
م - 5 (ط 
.٠‏ الجذر الآخر هو ل 5 0 -ح (: + 5) + ( - 5) ح- مجموع الجذرين 
6 - 1 + 25 ح >(1) + 5(5) ح (: + 5)(: - 5) - حاصل ضرب الجذرين 
0 - 26 +10 - 25 ج 0 ح حاصل ضرب الجذرين + # (مجموع الجذرين )- 222 

12+31 


)م 
فحعم 1 للعمم - 21 











بما ان 030000 الجذر الاخر هو 











1 2خ 2/2 _ الوا  )/2/2(+)3-3(1‏ 
ل لخد وذلك لان المقام عدد حقيقي 222012 4 4 9 
2-31/: 00 
: 57 ) (/ ح حت حاصل ضرب الجذرين 
ل لكان ا ا 09 ل لش 20 4 4 0 
: 2 0000 
تبسيط المقدار اولا وذلك بضربه بمرافق المقام دنه رم رة 0 د 
26 16 16 
مساشل صرب الجذرين د [مجموع الجذرين) - 
15 1 2 
0 ح- هه 1 6 
5 


ه - وزاري/ إذا كان 1071 بكري المعادلة 0 - 529 + 5) + بده - 2ب فما 4029:؟ 0307 الجثر الآخر؛ 
نغرض ان الجذر الآخر هو 1ط + 3 
0 ع (:5 + 5) + عيرم - كر .. 
بالمفارنة مع 0 - حاصل ضرب الجذرين + :« [ مجموع الجذرين) - 62: 
بقسمة طرفي المعادلة على (1 - 3) 51 + 5 ع (51 + 1()0 + 3) ..ج (51 + 5) - حاصل ضرب الجذرين .. 


1 7 -- 


2001 غيداء طارق الشمري برك 07 فا 


ال اهيا 





احروه كفاكن5 51+57 


جا حلم ح وم دن جح 2ل ح زق + 1ن 
3-7 34+71 5 3+7 
15+101+5 :. 15-51+151-7 
تت جح وي + ن جح -تتتتتتتتللل ح- قم + 1ن 
10 9+1 


1017 20 
ا تنم ل بر 01 
10 10 


. قيمة (©) هي مجموع الجذرين (عد2) عدر عد 3) حم > .21 عد5 ديه 


هه 


س: وزاري / اذا كان م4 + 2 أحد جذري المعادلة 0 - 6 م + 22 - زمر - 21:2 ٠‏ جد قيمتي :1 ع )رم 
.15 انالا 2“اع1م لمن 01 لهأ أضع5ع مع لاع ممع 
إذا كان 2 أو 2 يمثل المستوئ الأقليدي المتعامد المحوازين» فإنه بإقران كل عدد مركب 1نز + د ([حيث8 © 3,[7) بالنقطة (1/,7) في 
+6 نحصل على تطبيّق تقابل من0© الى 87 وفي! هذا المستوي سنمثل هندسياً بعض العمليات الجبربة البسيطة في الجمع والطرح في © 
والتي تقابل هندسياً العمليات في 7 أو 87). 
سوف نتناول في هذا البند والبنود اللاحقة تمثيل بعض العمليات على الاعداد المركبة هندسياً والتي سنطلق على الأشكال التي تمثلها أشكال 
أرجاند نسبة إلى العالم (1822 -1768 ,879310 .1.ل) وسمي المستوي باسم العالم الألماني الشهير 
غاوسء بمستوى غاوس (1777-1855 0.15.63055) أو؛نشكل مبسنظ المستوي المركب (013106 <©601701). إذ يسمى المحور 
السيني (215-() بالمحور الحقيقي حيث يمثل عليه الجزء الحقيّقي للعدد المركب أما_.المحور الصادي (23“15-ل9) فيطلق عليه اسم 
المحور التخيلي والذي 
يمثل عليه الجزء التخيلي للعدد المركبء وبالتالي فإن 
العدد المركب 178 + يمثل هندسياً بالنقطة (7,7) 
لاحظ الشكل (1-1). 
لو كان 11لا+1كءا-21؛ آولا+يكا-رج2 عددان مركبان 
ممثلان بالنقطتين ((1لا,21)*1. (دلا,»ا)وط)فإن 
أ(ولا+رلا)+(1+0<) 21+22 وبمكن تمثيل 


ديت بالنقطلة 5أا أاهع5] 
لاس - 


المحور الحقيقى 


الشكل (1-1) 


5 /31 لطاع 3مطا 


(2لا+1لا , ««+))جط مستخدمين المعلومات 
المتعلقة بالمتجهات كما في الشكل (1-2) أي أن 


و0 - دص0 + ,م0 (22 71) وم 


ان العدد المركب آلا+كا يمكن تمثيله بالمتجه 017 وعليه 
يكون جمع عددين مركبين هو جمع متجهين. 

إذا اعتبرنا 72 يمثل العدد المركب ج22 فإن 72 هي 
ناتجة من دوران 072 حول0 نصف دورة وعليه فإن: 
(22-)+2-22-21 والذي يقترن بالنقطة 54 حيث 
رطيعي0828 يشابه متوازي الأضلاع 0010102 كما في 
الشكل (1-3). 








غيداء طارق الشمري © 7*ظ+*+22) 


ملاحظة: 

-١‏ ليكن / عدد حقيقي لا يساوي الصفرء 2 عدد مركب فإن النقطة التي تمثل 77 يمكن الحصول عليها 
بواسطة ل وك ل ا ا 0 

- لكل عدد مركب 7 فإن النقطة 12 يمكن الحصول عليها من دوران ربع دورة عكس عقارب الساعة. 





ممم 


سب "كم 
ممم 
-592 
اسيم 
سملل 
سب "كم 
لل 











22)-22( 


(27 + 5) + (41 + 3) (م) 

لكك ع > اكه ع ك0 وس ا ك0 6 
0 - 

(3,4) ع (رع) رم هج 41 + 3 ح ره 

(و5) حص رروج )دوت رحدو ديو 

(8,6) ع (و2):م ج 6 + 8 ح وج 


( 5ح 2) - (خ2 - 6) (ط) 
نحول عملية الطرح إلى جمع مع أخذ النظير الجمعي للعدد المركب الثاني 
7 + 4 ح ](5 + 2 -) + (2 -6) -ح (:5 + 2-) + (2 - 6) 
(2-,6) > (رى )رم ج 21 - 6 - ره 
(2,5-) ع (م2)وم ه 51 + 2- ح رج 
(4,3) - (:2)وم ج 31 + 4 ح وج 


(1)21م 





- 7 1 و 


: 1 0# 
2007 غيداء طارق الشمري د 7 211) 


"لى اداود 





تماربن | 3 - 1] 


١-أكتب‏ النظير الجمعي لكل من الأعداد الآتية ثم مثل هذه الأعداد ونظائرها الجمعية على شكل ارجاند. 
2+3 -ح 7 (3) 


ا 0 لان ا ل 0 ل 07 





31--2- - (7 -) النظير الجمعي 
ردك) - )سم بج 31 !لب 2 - 21 
(3-,2-) > ررم )وم ج 31 -2- ع رو 


+1- - يج (ط) 
6130 -- (172)72 جك 31 عاد 1- - 22 
(3-,1) ع ر(ررج- )ورم ج 31 - 1 ح رع- 





(02)22- 
َ 1 ح 23 )6( 
(1-,1) ع (رو2)وم ج ] - 1 ح وج 
(1,1-) ع روج-)وم ج : + 1- -ح وع- 





!2ت روج (0) 


(0,1) ع (ي2)هم جح ] + 0 ح رد 
(2)بوم تت 2 
(1-,0) ع ررع-)روم ج : - 0 ع رع 





بجوف" . 


6 1 دور 
-00) غيداء طارق الشمري 6 7+]<» فا 


“ع امهيا 





؟- أكتب العدد المرافق لكل من الأعداد الآتية ثم مثل الأعداد ومرافقاتها على شكل ارجاند 37+ 5 ح رج (2) 
(5,3) ل )21 وح 351 0 5 ل 271 
(3-,5) > (1))22م ج إ3 - 5 ح ره 


21)021( 





27 3 - 22 زم 
(2)22آ (3,2-) 2 (172)72 ج 27 +3- -- 2 
(2-,3-) - (72)22 ج 21 - 3- - و2 


22 )22( 


7 -1 -ح وت (ه© ) 
(1-,1) - (و2)وم ج : - 1 - و2 
(1,1) > (و2) وم ج 1 + 1 - و2 





27 إ ر# 0( 
(2-,0) ح- رردايم + 21 - 0 ح وه 
24024 02 5 (,2)رم 055-215 كد ره 


)04 
* - إذاكان 21 + 4 - 2 وضح على شكل أرجاند كلا من : 2-, 7 , 2 
(4,2) - (2)م جه 2 + 4 - جع 


(2-,4) ع (25)م ج 21 - 4 - 7 
(2-,4-) ع رع-)م ج 21 -4- ح جع 
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: : 3 0 1 
2069 غيداء طارق الشمري ل" 817م]مم فا 





: - إذا كان 28 - 4 ح 284,21 + 1 - مر وضح على شكل ارجاند كل من ج252 + 721 , 252 - 721 ,221 , 322- 
6 كع 5ع د ره 2 عاك مده 
(6-,3-) 5-2 (322-)7 


22, - 2)4- 2 - 8 - 41 
0)221 - )8 , -4( 


(20 + 1) -(2 - 4) ح مج - 21 
47 -3 -(2 -1-) + (2 - 4) - 
(4-,3) ع روج - 21) 0 


(0, 5) - (ج2 + 0)21 





الصيغة القطبية للعدد المركب (50110 /00131): 

في البنود السابقة درسنا العدد المركب بصيغته الجبرية 71[ + 2 > 2,.والديكارتية (3:,17) ح 2 وفي هذا البند سندرس 
صيغة أخرى للعدد المركب تدعى بالصيغة القطبية» وتحويل أحدهما إلى الأخرى. 
فلو كان لدينا العدد المركب 371 +- ا > 7 ومثلناه بالنقطة (7),37 كما في الشكل(6.- 1) فإن (0 )١,‏ هما الاحداثيان 
القطبيان للنقطة 8 حيث0 يمثل القطب و 02 يمثل الضلع الابتدائي؛ 
وهذا يعني أن : 

|[621]| - 7وإن م208*»ه7 ع 0 ويكون قياس 0 من 02 إلى 07 
باتجاه عكس عقارب الساعة إذا كان القياس موجباً ومع اتجاه عقارب 
الساعة أذا كان القياس سالباً وعليه فإن: 





)1( 0000 0 7 -2 ع (2) ا 

)2( ل 0 2 22527 (2) 1 

حيث (2) 1 يرمز للجزء الحقيقي للعدد المركب 7 بينما (2) 1 يرمز للجزء التخيلي للعدد المركب 2 ٠»‏ 7 يسمى مقياس 
العدد المركب .7 

وهو عدد حقيقي غير سالب ويقراً ( 2 7200) أو مقياس 7 وبرمز له ||2]|] حيث 12+ 22 ح ||2|| ح 7 ومن 


العلاقتين (1) و (2) نحصل على 


9 غيداء طارق الشمري 





)117 


|21|| 


||2|| 
أما 0 فقياسها يسمى سعة العدد المركب واختصاراً تكتب (218)2 - 60 


ملاحظه إن اك ان 005 ك0 الت ان كك افر 1 30 ا ان 0 اك ات ل الكت 


ا ا 0 ا ا ل ل رس 6 كت اك 0 0 2 2 كا 
ل الكت الى ات ف لف سر 0 فا لك إل ف ل ل ل لك 3 


مثال | إذاكان 8 3/. - 





1 - 7 جد المقياس والقيمة الأساسية لسعة 2. 


2 - ه4/ء - +1/ - 3(2/) + 1(2)/ ح- 2يو + 2يرل. حت ||7|| - 27 7100 - م 
(حيث ا هو الجزء الحقيقي للعدد المركب. لا هو الجزء التخيلي للعدد المركب). 








56" 
لت -ح ‏ 0005© 
د05 اجا 


١ 0 


١‏ 20 2د سح للف ع 6 برزى 
م ا ا لك لامك لنت 21 لذنك لذقكت 2 ||2ا| 





52818 
)05 - 


(511121 ,21 5( الربع الرابع 
5218 
+ 05) 
- 011 


6 -ع2 -ح (2) 41:9 


+ 60111 
6 + 1 -ح (2) 41-09 


2-0 ب 56 اد 0 





م غيداء طارق الشمري نك 17) 





لذن إذا كان م - 1- ح 7 جد المقياس والقيمة الأساسية لسعة 2 


ااحمح يح ع | ضيح 1 
2 - 1(2-) + 1(2-)ل, ع 2بو + 2يرل. > || || - 27 17100 
1 


36 
| ع ل للك 
57 ا ده 


0 : 
دلت حت 51116 
1/2 |1|| 


5 
:. 8 تقع في الربع الثالث. 2 3 ا +ع ع (218)7 .. 


ملاحظة: 
ا 2 ل و ل ل 0 ا ل 22 0 
؟"- ممكن الإفادة من المقياس والقيمة الأساسية لسعة العدد المركب بكتابة العدد 171 + 2 - + بصورة أخرى 
ا ا ل ل د 
0 7 - 37 , 2050 * ع رن .. 
الاير الى نات يم ريا 
(6 12 : + 6 05©)" ع ع .. 
أو ((1512)01:92 + (2||)005)01:92|| - 7 


عبر عن كل من الأعداد الآنية بالصيخقه يق 








7 + 2- (3) 
2 - 7/8 - 4 + 4ل - 2(2) + 2(2-)ل*. - || || - 7 00« - م 
تدا ست كان رن 
12 20/2 2لا 
11 1 2 17 . 
- ح- 6 جه ح ح يل ح لت حت 51110 
1/2 20/2 جا 
ا ام 5-5 31 41-7 
"* الزاوبة تقع في الربع الثاني: 0 3-2 رم 2 


الصيغة القطبية للعدد المركب هي (0 مأ 1 + 20058#) 7 ع جع 


2 مزه 1 + وم يي 
23ح + (م) 


4 - 1/16 - 4 + 12/. - 22) + 2:0/3(2) | > |||| - 710027 ح- م 


0 1 ||21| 
حر دحك 0 


1 


2 ا للد دك اوررق 
١-4 2‏ اجا 

007000 11 -127 
الزاويهة تقع في الربع الرابع م كبر - - 2 -ع2 -ح (218)5 .. 


مه 71 7[ ل وم 4 - جع .. (5116 1 + 7)0058 ع 7 





د 7 1 






: : 3 0 
200 غيداء طارق الشمري د ل 


مثال | عبر عن كل من الأعداد الآتية بالصيغة القطبية: 1 (3) 
01 + 1 ع (1,0) > (21)م 


1 -1/ - 0(2) + 1(2)/. - رج 7100 


9, 


0 - (218)25 
الصيغة القطبية هي 
(5111:0 1 + 1)6050 ع رج 
(ط) 
(0,1) :+ 0 -(0,1) ع (ج2) 2 
1 -1/ - 1(2) + 0(2)/. - وت 7100 
1 
0 ح م 010 


_ 01 1 + 16052 -01 
1-(ع) 

07 + 1- - (1,0-) -ح (و2)7 
(1,0-) 1 - 7/1 - 0(2) + 1(2-)/, - و2 1100 
7 - (و2) 31:8 

الصيغة الفطبية هي 

( 15127 + 1)©6057 ع وج 

)0( - 

0-1 >-(1-,0) > (يتام 

1 >1 - 272-) + 0(2)/, ح- ع2 11100 
_ 2 31:5 


(1-,0) وزو ز + كل وم)1 ح يه الصيغة القطبية هي 


2 
- 
مسصصمر 
دم 
© 
ده 


ل ل اك ات 0 


(خصلة] + 2 ومع) - ] لل ات 2 لل تزنك») حنن, 





سج : 35 
لصاو + -ومه6) << - ال لك اله 





أمثلة (0 52 1 + 0 3)605 ع 1 * 3 ع 3 
(511110 1 + :0051) 2 ع 1- + 2 - 2- 
5112 ] + 6052) 5 ح ] * 5 ح ]51 


لد «مزى ) + كلد ومع) 7 -1- » 7 -71- 





: 5 0 
“20 غيداء طارق الشمري ل 7+ 





( مبرهنة ديموافر ) 


72 يمكن ان تكتب بصورة 6 511 1 + ©0056 - 27 ,0 15171 + () 205 ع رج 
والآن:سقهد بر .2 بالصيفة القطبية 
(5120 1+ كىم51710()2 1 + 00580) ع وج ١‏ 217 
5111 51110 14 لد ومع 5172 ] + ( أو 50مع1 + «ل 5م» 9 5م20 
+ )0خ : + رن + )205 ع [50مء5100 + 1ك 56مء ]|1 + [517105112 - (١‏ 5ىمن 0569 | 
ولو كان(60 - 0) فإن العلاقة تصبح ‏ 151226 + 26 205 ع 5120(5 1 + 0056) 


ويمكن برهنتها كما يأتي: 
(511480ى حي058ع5170 21 + 556مع) ع 5176(5 1 + 20586) ع 5[]آرا 
(0560ع2516) 1 + (5140 - 05256ع) - 
115 - 1511120 + 005280 - 


لقان تل 4 تت إن كك إل ل ل لل 22000 





)١‏ لنعتبر 7-1 فإن العلاقة تصبح 
0 1517 + 16 005 ع +51110(1 1 + 0050) وهي! عبارة صحيحة. 
؟) لنأخذ 1  <‏ ونفترض ان العلاقة صحيحة لكل >|-6 
أي ان 16 :1د + 0ع/ ومح ع “(510 1 + 6056) صحيحا فرضاً. 
") يجب ان نثبت ان العلاقة صحيحة عندما 1 + >1[ ح 1١‏ 
“(10ذى : + 6ومء)2+(6ز5 1 + #ومع) ع 151( وزو ] + 6ومع) .. 


068 -ل ع1) :5 :1 + 1(6 + )5مك ع (86 + )مزه : + (8 + ©2»05)6 خ ( 0ع مزه 1 + 8ع/ 5م»ء)(510 1 + 60056) - 
وعليه فإذا كانت العلاقة صحيحة عند 0 أي 1 < ,#6 - 7 فهى كذلك صحيحة عند 1 + / ع 72 وبواسطة 


5 4. م . . 31 
مثال | احسب رح صطلة: + وم ) 


1 1 150 5-8 3 0 3 
على حسب تعريف المبرهنهة نضرب الاس كعدد صحيح بالزاوبه الأولى والتانيه: ضع 4 1577 ل 3 0054) - 


[- - -0 - (1-): + 0 - 2ن 1 + ووم - 











سيد" . 


: : 0 
204 غيداء طارق الشمري ١ت"‏ 21+57 


و 1 





| مثل أبين أن كل ا( ع +1 ,12 ع 6 فإن 1512126 - 0511© ع "5110(7 1 - 056مع0) 
107 :1 - 2056) الطرف الأيسر 
51716 في الريع الرابع سالبة و 0056 في الربع الرابع موجبة. 


”. تأخذ (6-) للدالتين وتتحول إشارة 5172 إلى الموجب. 7-)512 :1 + (6-)005] - 
نرمز (6-) بالرمز ( 6 ) 1[ 50 1 + 0د5مح] .. 
الآن ندخل ١‏ على الزوايا 6 512171 1 + 0051710 - 
نرجع 6 إلى 60- (16-)15171 + (186-)05ح - 
نأخذ إشارات الريع الرابع لل 511 , 05© 8060 - 005110 .. 


ا 1 


نتيجة مبرهنة ديموافر 
لكل 6 ع 2 , 12 ع 6 فإن 
60-1 60-1 


1 
اكت رزو + 0 
12( 12( 





مثال وزاري : أحسب باستخدام مبرهنة ديموافر 9 01 
أولا : نستخرج الصيغة القطبية للعدد المركب بدون الأس: 1+1 -<ج 


11007 - ./1 + 1 - 2 


1 20 
١‏ ك1 جزار0 
1 


- ع 0 جل 


4 


1 1 : 
حرح عضرت 0:6 1؟ 
1/2 ااا 


.. 6 تقع بالربع الأول 5 - (ج)ع21 .. 
الصيغة القطبية (51715 ] 4 مع 2 2 
111 + ومع ) 0/211 ااه 


117 
1 ) 


11 
لد 71 7[ ل 1 د رش) - 


و11 1 
2 ووم) 2 





1 امي 
ةا 0 
2 (تمتوزيع 2/ على داخل القوس )2 321 + 32 - +321 - ( ع + خ -) 25(/2) 0 
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8 )| غيداء طارق الشمري © 7+ 


6 ا لل 016 د ل 26 ل ل 611 
ل ل 2-0 
55 ان نك نك ١ك‏ ليل 2 م 





اذن بصورة عامة : (511120 1 - 60511©) - 7 (5110 1 + 20580) 
راشه) حل المعادلة 0 - 1 + 3 حيث © © 2 
يمكن كتابة ( 1-) بالصيغة القطبية 1 - - تبرت 0 - 1 + 223 
بأخذ الجذر التكعيبي للطرفين او نرفع الطرفين الى مقلوب أس 2 1717 1 + 00571 ع 3هر 


1 

3 أ + 0051) ح عر ج رزو 1 + 7ومم/ة ح عر 
1 30 11-7 

2 - )5 , ] 5111----( 








نأخذ الاعداد الأصغر من3 لانه جذر تكعيبي 0,1,2 - / حيث 


كم 7 ل لاك تدا 5) - 2 ج 0 ح ع[ عندما 


ا 7) دع جح 5ن + -5م0) - ع 
ونصت 7 7 ل وموم - 525 > ير عدا 


000 3 . 3 
1- - بد + (0 + 1-) - ,د ج (11زاى 1 + 7 005 ) ح عر ج (ك رزو ] + 2 ووم) 00 
الكل ررزى : + الشاكلة ووم ) ح بر جح 2 - ع عندما 





ا الك ل َ و 2 3 
نحدد اشارة الربع من العدد 5 المضروب بالزاوية 00 507 
: ا )ع -- 1512-2 + 2 005) ح نر 
حيث 5” - 300 تقع في الربع الراب ظ 
3 سانا ب 6 205 1 3/,. 1 
---- 0 7ن 7) كهات٠‏ 
2 2 0 3 





ع 5 5 2 0 5 .. 5 
مثال ' أوجد الصيغة القطبية للمقدار (: + 07/3) ثم جد الجذور الخمسة له 


انوجد الصيك و سنتتكه لد 20227327 بدو القوة 


2 حرواااء- + 3/ - 1(2) + 6/3(2| ح- 7 11100 ظ 


9 1/3 


حتويح جح 60560 
2 )||| 
11 1 5 
ا 0 2 2 له ع 16و 
6 2 ||| 
< - (5)ع218 


6 تقع في الربع الأول 








يبيقة.' 7 3 


ظ ظ ب 
| 0 20 200 نك 7+) ف ١‏ 


ايت 





1 1 1 
لايجاد الجذور الخمسة نرفع الصيغة القطبية الى الاس (١/عدد‏ الجذور) 5 1 +4 060 |4(5) - 255ج2) 


2-0 جرع 2 
0,14 د / عد 2 غ ل : 3ومه) 1/4 - 


7 (0) 2+2 7# (0) 522 
ست 8111 1 ا 5 جلت 0 - 2 عندما 








نضرب مقام البسط في مقام المقام 


1 217 11+17 111+ 
2 5 8 8 
َ (- ل‎ 5 7 ١ 


اناك 1 + حك ومع ١/4)‏ 

)4 ب 0-1 هتنا 

5 دز ] + كد وو ) 1/4 - 

15 

)1/4 ب 2> > / عندما 
2 مورسوسيي 15 ٍِ 
د نك ] + كل ومع ) 1/4 - 

1 6 0 6 11-157 000 11-1577 

1-100 )1/7 - ةو 0 0 جح 3 - ءا عندما 

م 01 ” 19 

دونو : + حك ومن ) 1/4 - 


15 


























11+17 11+17 1 
0" 0 5 41 
7 7 ل 5 5/4 ج 
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.)17 د اك الوم | 1/7 ب + جع[ هونا 














تفده تله 
١‏ 7 7 ل 


:2 - )1/4 - عتم : + ك وم ) 1/4 -- تدس : + كد وم ) 1/4 


تماربن | .4 - 1]| 


(3) | أحسب ما يأتي “دده : + كد وم‎ - ١ 
- دن : + ووه - 5 كد 4 دزو + ّ) 54م‎ 55-6 9 7 
6 6 2 2 

التطعة + كدوم | رم 

نضرب الأس بالزاوبة كعدد موجب مع تغيير اشارة الوسط 3 3 ]1 -(32) 53م - 
151101011[ 

اع 1ج - (اير عد جح د 5111 1 سدح و00 - 

؟ - احسب باستخدام مبرهنة ديموافر ما يأتى 7 -1) (2) 
نفرض أن 1-7 - 7 

71007 - ./)1(2 + )-1(2 -2 


ع 0 : 1 26 
حاح تت -ح 51110 حاح- ل -ح 0050 
2 ||| ' 2د || 


1 : در 
)| غيداء طارق الشمري ال 2+7 ف ١‏ 








.. الزاوية تقع في الربع الرابع د - 5 - 2 ع (3185)2 ١‏ 
مذ ] + وم م كدر 
اك + ىم ) 0 1آ101آ*12 
3 ) 17و 1+ - 2) 7دمم) 20-7 - 
فلك 5 1017 )2 
ز-5111 ] 6005-2 0 
87 لا8 - :ع +2) 8072 - (2ننى : + دم ) : 2 _- 
“3+2/ن رم) 


نغرض ان 2-0 


2 - 4ل - 1(2) + 032 - 7110027 .. 





1 3 
62-5د]| - الا تبك ور كا 00506 
6 2 جا 2 ااا 
الصيغة القطبية ( 51112 1 + مم ) 2-3 
6 6 
0 01 ] -( )59 - - اد 1 +4 كم ا 
0 
2 ك1 +0) - - (1(1-) -0) - - فد 71 ل د وم ) --- 
5 طذو 1 +20520) 


*- بسط ما يأتى: لال شك 
١‏ عي 3 1ه 3+1 205) ) 


_ ])6050+1 77 
- ])6050+1 3 
2) 0056 1 0 


نسحب القيمة المضروبة فى الزاوية ونرفعها أس للمقدار لللتتتتلت حل 
١‏ 3 00506+1) 


عند القسمة تطرح الأسس 2-3 + 050ع) - 
1510(1 + 056ع) - 
(51110 1 + 6058) -. 


ملاحظة: حتى نقسم البسط على المقام يجب توحيد الزوايا أولا. 





510(4 1 - 0دومع) ”(6 متد: +6 ومء) (ط 
4 (5170] لد 0586» )] 5110(95 1 + 05680ع) - 
معع حن وير سك رو رورس 4 (0 «زئ] + 6 ومع) 0(5 :و1 + 9 005ع) - 
© 1آ[آا000 5 عند الضرب تجمع الأسس (160(5-4:و ] + 56معح) 
104 1 + 6ومع) 
0 6[ -+ 005490 - 





20 غيداء طارق الشمري رك 07ا ‏ د فا 


6 





جد الجذور التربيعية للعدد (1/34 + 1-) باستخدام مبرهنة ديموافر ثم الطربقة المعروضة في البند [1-4] 
١/4 - 2‏ - 3 + 1/. - 2رو + 2عرول, - م ج 1/31 + 1- ح ع غن] 

















3 ّ كك 
2 0 - ل وار 3 كا كر 000 
3 2 7 2 7 
الزاوية تقع في الربع الثاني 2 - 2 - , - وورو .: 
0 00-0 2 0 
511 1 وم 2 - ج ج (51186 1 + 7)20058 - 7 
7 2 7 2 0001 122227 1 
01 - 0 - جتان : + ل -- 005] 2 > 2[--5111 1 + حم 2(2]605) - 22 
2 2 
دونه 1 + ف وه | 1/2 - بر ج 0 دع عندما 
دا وا 11 _ 
اك 0 ل - كك )7/2 حل ا يب المع 2 
00 
رو +“ 5م ) 7/2 0 اك 3 شوو ) 2/ ج 1 ح عز عندما 
الال ا 
00 0 8ك مزه 1 + 2 وم ) 1/2 - 
058 
نفرض الجذر التربيعي للعدد (1/31 + 1-) هو 171 + 2 
بتربيع الطرفين 21 005 
د ارح كت رفور عه ووو حم وو كك قار د 1 تر روه وجوت ستو 
(1). 35-1 زر كم بر 
1/3 
نعوض )١(‏ في )١(‏ - (22.....)0 - برج 1/3 - و2 
22 
3 
4 + [1- - جعت كر 
41 
60 -3- ك2يره + ثذره د 423 - 3 4ر4 
0 - (3()22-1 + 212:2) 
8 © تهمل 
لد رما 
00 1/3 1/3 1 
راي + ع 2 4 1 14 72 76 
2000008 ا 1/3 1 
0 2< : 0 2 وا 1 


و 1 3 8 


: 1 3 0 
حا ل 0 إن" 27 


تيت 





امو مبرهنة ديموافر جد الجذور التكعيبية للعدد مم 27 
نفرض :271 + 0 -ح 7 


0 2 0 000 
7 -ح 27(5) + >0(5)/. - 7 11100 


الاعتيادية 
0 


أو يمكن ايجادها مباشرة حسب ا رن 
الملاحظة 3 0 1 
< -ح 0 جل 1- - - - - 5110 
276 -:27 دج 27 |[2|| 
- 2 
1 3 ج ع (ج)218 .. 
( 1512-2 1ج 27)605 - 2 
الصيغه القطبية (5110 1 + 058ع)7 ح ج 





5112 ] ال 00-7 


سر ]| دن 


لايجاد الجذور التكعيبيه نرفع الصيغة القطبية الى ( /١‏ عدد الجذور ) أي 


1 1 






































2-1271 00 2-171 دمجم . . عير 1 1 
2 ,0 ح غ#, ِ 71 [ ل ِ 65») 3 - 5111-3 1 + 2 27(3)605) ح 23 .. 
3 + ل - (خ + 2) - (شسر: + 2 ومع) ا لوو 
0000 ام 6 6 
77-+1-آ1 11-477 0 11 
3 7 3 ل وم )3 ا 00 وو ) 3 جح 1 - : عندما 
المسعيي يه ا ا ع ا الام ” بع م د 51 2 
(الزاوية تفع في الربع الثاني) ا 4 حك اي + 3 ومن )3 - 
111-17 010 47 4 
| 7 + م و - 2مم)]) ج 2 - ع عندما 
3 3 3 
0 3 9و. . 9 
2 2 ار ع نغ ردن( - )د - 0 + 2 وم ) - 
: 3- .3 2 3 
[31-, اعد +92 - 5 
5- جد الجذر الرابع للعدد (16-) باستخدام مبرهنة ديموافر. 
نفرض 16- ح 7 (1-)16 ع ج 
الصيغة القطبية (511110 1 + :16)6057 ح ج .. 
1 1 1 
114 1 + :16(4)0051) ع مج .. 
3 -ع/ حيث كن نو 1 + لل ومن ) 2 - 
4 4 


1/21 ل 2/. - (2: 2 - [01م وعم 2 د 0وكن] رعنده 
ل رزو ] + كل ووم ) 2 ج17ح ع عندما 





( الزاوية تقع في الربع الثاني ) 





حيث 135- 45« 3 ' م سوس 221 ررب م سر 37 _- 
21 ل 2/. +١‏ - --)2 دنع : + دومع ) 2 - 
لد «زى ] + كشن ومن ) 2 2-))| عندما 





للاطاك لك لك لنت الثالث ) النندة 
1 1 0 51 57 
حيث 225 - 245 5 رك ره : 57 ات 7 000 5 
27 - (] 0 )2 عدن : + ك3 ومن ) 2 











١ ف‎ 


6 1 تقر 
014) غيداء طارق الشمري © 2+7 





3-0 ظ سيت 71 7[ ل تقلت ومن ) 2 > 3ح )| عندما 

عست ست سن ست لعن 3 . 9 : 
4 3 1 000 1 
5 - 45 > 7 حيث 2-2/- (اخ - )2 - (خديرزو ؛ + 2 ومع ) 2 - 
(21/د - 1/2 ,2 لد 2ل ,21/د + 2ل ,1/21 + 6/2 - و 
' 20 , 

- أوجد قيم 641(6-)باستخدام مبرهنة ديموافر 

نفرضص 641- -ح 7 





(1-)64 - جع 
دين : + كد ومه) 64 - ب 
1 6 ع 1 1 
5111-2-6 1 + 2 و00 )64(6) ع 76 
ك3 0 ك3 
0,1,2,3,4,5 حع/ 5171 1 ل > ومح | 2 جح 


3 ا 
7( [ ل بك 
: 1 1 0 1 
21 1/2 - (زع + جع ) 2 - (ذانو ؛ + 2ومم) 2 - 
3511-7 ' [' 3511-7 للك ' ' الت 

7 7 ل 05 |2 ح- حك 5111 1 + حك و00 2 ]2 عدف 


0 7/1 
5 7[ لب ىم ) 7-- 

12 12 

35117 3101 
3- 7 7 ل هم 2 

#باناهد 5" 117 

دونو 7[ لب لدوم ) 27- 
12 12 


311-1217 31117 ا 
١‏ 7 ل 0 - ا 10 نواد 3 -عع عندما 
1 
17 1/2 - (21 0 َك معي - ( نع 1 + حك ووم )2 - 
+3511 0 35312 
---2 جرع 3 ٠‏ 
١‏ 7 ل 10 - ا ”5 4 ح ع عندما 
نو 3-0 كدوم 2 
12 1 


3514-2007 3511-27 35312 3531 
03 : :9 حا ال 7 ١‏ ال 7 
: 7 ل : 6ع ليج 7 ل : تم 


1 7 لب دوم 2- 
12 12 
س/ باستخدام مبرهنة ديموافر جد الجذور التكعيبية للعدد 6. 














( دان : + كد وم ) 2 - 5 |2 ج 0 جام 
12 12 


























ركد 
عد حوور وجي جين ]سه 














آل 
































| - قر 


(بالجذر التكعيبي للطرفين) 5111 1 + 0 ير 
1 
511 2 دمع) 0 


2+7 0 22+17 
522 ح د آع,/ 1 7 7 ل . 








5م - يي 





5 , #در/ 
26١‏ غيداء طارق الشمري 2 7< ف١‏ 


ب 





12 


م1 
1 0 و ا 006 4+0 . 
1+ 2 - (ك ماح + 2ومه) - [ سي زو + حل ووم ) - بو ج 0 - ع عندما 


111-17 11-1-7 1 1 
ا 211 لس ' 
71[ ل 5 | ح- 0) ]| دع ج 1 ح ع] عندما 
2 3 3 3 
1 . 7/3 ل ال 5700 
2-2-7 51 إ + وم ) - 
0 6 6 


1117 1117 م1 م1 
2 : 1 2 141 2 1 ا 141 2 . 
ّ 7غ ل ا ا 7غ ل 605 ) > 2-) عندما 
































[7- -خ- - دن : + كدوم ) - تمه : + ع ومن ) 1 
2 2 6 6 
0 59 
س/ حل المعادلة م + 3/+ - 2ع2 


5 + 0/3 - :رمم 





ا 32 2 
5 + 0/3 ع 
92 ن الى مقلوب + 7/3 ح ج 6ع ]| 

000 ات | 
٠. 71100 7 - 2/32 + 1 - /4 - 2 5-6‏ 
5 - 6ج |2 - ل - مرزو , دس 0 

6 2 اجا ااا 
َ 7 (218)2 3 
الصيغة القطبية ( 5112 5 مم ) ل - 27 
6 6 


1 11 وت وك 
5 )2 1 ل ا حاكد 5 1 5 ل ىم ) 5 (2) 2 


5 2-81 005 ] - صصبحد 0 72 1 - 6 2 ]2 - 








7 +2 000 7 +2 1 
0,1,2,3,4 -دع]آ 71 7[ - 5 | سه ح- 
9 5 10/4 


١‏ تك / 3 - . كك 0 ير 
2 عندما 
)2 0 1 0 9 - 5 5001 1 9 )2 7 ب م 


























111-77 111-77 1 ج127 ج127 
ىرخ؟ 1 - توم | سل - 3 8 - لدوم | د جح 1 ح ع عندما 
5 5 1 5 5 ب 
1 3 - 01 - 
2 7 
11+17 11+17 1 ج47 3 4 3 
خ رز 1 - توم | سل - 3 [ - وم | هد ج 2--))| عندما 
5 5 1/4 5 5 7 
10 .0 . 1377 1 
حت رخو )1 - خح وم | سه - 
15 15 4 
1 














1 11+17 111-17 

:0 1 61 ل 00 21618 1 : 

71 [ - 95 أس - 87 - 95 ) خ- ج 3 ح ##رعندما 
5 5 1/4 5 5 1/4 


دك 


ا . 1 و 
5 ل 


0 1 : 
2+7 6 0 


ال اهيا 























14+77 11-11 
فت 07 كدوم ) - قل ىرخ5 ] دك 
15 51 5 5/1 
مت ' عدن 1 2-87 2-87 
71 1 - ادع 71 7[ - 5 ) -ه ج 4 ح ع/عندما 
5 9 7 5 5 


2 + )ع - (خ ينو :كد )ب ح ار لطت ) _- 5 
عع - إجماء ‏ - حودمم )جع - [ 2 اناد ] 05) جع - 
س / حل المعادلة 0 ح 1 - 1/3 - 1/23 بطربقة ديموافر حيث © © 2 


نجعل المتغيرات في طرف والثوابت في الطرف آخر 1 +3/.-ح 3ل 
2 
5 + 3/) - 2(5) ج ‏ + 3/ - 
1+ 7/3 دج )ع | 
2 - 4/ - 2( + توه | - 111007 
ار ة 
2 اا 
5- مج - 2 ح وزو 
6 2ه ااا 
0 
- 3182 .. 


( 5112 1 + 52م ) 27-7 
6 6 


2 2 
60 71 7[ ل م )) عر 


6 2 5171 1 ل ّ( 2 |1 1/4 - 1 3 -5111 1 لل )| 2253) - 








1 1 
د 2-42 ِِ 
2 -ح دع, ل 0 3وم») 1/4 - '| 1ن : + 5 ومه 1/4 - 
0 5-0 
( 1د + دم ) 1/4 - ا 0 ججح 0 ح عإ[عندما 


| ترز 53م ) 1/4 جح 1 ح مإعندما 












































ُ/ : 12-61 12+61 
307 - 55 111 )4 - 2 
4 + جه + 
لأا )اسه عد 
7 0 12+12 12+12 
كتد وو : + كا وم ) 1/4 - 35 111 .)7 - 7 
58 5 1+7- 
حد الصبغه القطبية للعدد المركب 
س/ جد الصيغه القطبد المركب > جرع 
0 سح ْ ا 
أولا نبسط المقدار 5-2 بالمرافق 3-41 3+4 


2 5 __ 25+25 __4+21(51)+(3+28-) _ 3+41+211-2814- _ 
سدكت :وو مضه 9+6 32+42 000000 





١ ف‎ )117 


عه اسح 


71:00)7( - ./)1(2 + )1(2 - 2 


- 22د بدن 
+ - م جه 2 كل ك ان رن 


1/2 اجا 
1 

7 حاو 0120 

5 الصيغة القطبية ( اك : + 2 ومه) 1/2 - ع ظ 
س: إثرائي / جد حلول المعادلة في © باستخدام ديموافر 1- - 3-/, + 274 


3 








ينه 7 
2 5 


بركك 7 


2 






ا 2 


الفصل الثاني (القطوع المخروطية) 

لتكن (2172) نقطة ثابتة في المستوي وليكن 0 - ع + ترط + 6ه مستقيماً ثابتآً في المستوى نفسه؛ عندئذ مجموعة كل 
النقاط التي نسبة بعد كل منها عن النقطة (/[21) إلى بعدها عن المستفيم 0 - © + ترم + 6ده تساوي عدد ثابتاً (6) 
تكون شكل هندسي يسمى بالقطع المخروطي. 
مما سبق نلاحظ.أن لكل قطع مخروطي ثلاثة مفاهيم أساسية يتعين بها هي: 

.)206105( النقاط الثابتة (71171) تسمى بؤرة القطع المخروطي‎ .١ 

". المستقيم الثابت. 0 ح- 0 + 87 + 2ه يسمى دليل القطع المخروطي (1801712نا). 

". النسبة 6) تسمى بالاختلاف المركزي (/أ01712ع200). 


5 0 ملاحظة: 
المعادله العامه للقطع المخروطى 
١‏ 1 ح »م في القطع المكافئ 52135013 
من تعريف القطع المخروطي نستنتج المعادلة العامة وذلك كما 0ظ في القطع الناقص ©5م[!اع 
يأتي : 1 < »© فى القطع الزائد 6©013عملا!] 





لتكن (727:37) نقطة على القطع المخروطيء عندئذ المسافة بين 
(26,17) والبؤرة (3171) هي: 
7 - بر + 75( - 6 /يء 
]ع + توط دعر | 
والبعد بين (17,) والدليل 0 تن + تنإ + 6ج هي ا 
ويموجب تعريف القطع المخروطي فإن النسبة بين هاتين المسافتين تساوئ (©) أي ان 
4- 17) + 2-105) /. 
| ع+موط +ع2ه | 
+ 2 /. 
]عع توط +02 | 
تحتكلتت ب مح 14د ب 4( 0 2) /. جه 
7 2 /. مز ج بيد “10 ( 


> + تروط + عد ) 
ص سن 7 > 5(ربز ح بز + 04رعت - بم 


القطع المكافئ 
القطع المكافئَ : هو مجموعة النقط (71)7,3 في المستوي والتي يكون بعد كل منها عن نقطة ثابتة 
(8)5,0 تسمى البؤرة حيث 0 < 2 مسووبا دائمأ لبعدها عن مستقيم معلوم (1) 


يسمى الدليل لا يحوي البؤرة. 


- م 


.4 غيداء طارق الشمري 4ن" 7+ 





أي ان 7110 - /11 لاحظ الشكل (2-2): 

وتسمى النقطة (0) برأس القطع المكاقئن 

تعازعء17). 

ويسمى المستقيم (2) المار بالبؤرة والعامود 

على الدليل بمحور القظتع المكافئ» حيث 
117 


لاحظ ان1/9 ح- م عط - ل 
10 





١ 


-- 





في المستوى الديكارتي المتعامد المحورين وبناءاً على تعريف القطع المكافئ يمكن إيجاد مغادلة القطع آلمكافئ في ابسط 
صوره ممكنة وكما يأتي 

لتكن النقطة (0 ,)7 هي بؤرة القطع المكافئ والمستقيم (1 هو دليل القطع المكافئ» والنقطة (ا1,1-)0 نقطة على 
الدليل على حيث 71/0 عمودي على المستقيم (1 والنقطة (11)7,97 من نقط منحني القطع المكافىء والرأس في نقطة 
الأصل (0,0) كما في الشكل (2-3) (8) من تعريف القطع المكافئ. 





, 1 هر 7 
ا 0 ان" 7+ 
الشكل (2-4) 0 -ح "1/11 
7 - 7ز) + 2زم + عن ل - 0(5 - بن + 4(م - عن ل 
)ارا 7 + 2107 د 2عزلء - 2رز + 74 + عدم 2 - 122 /ن. 
بتربيع الطرفين ينتج 

4 + 210 + 2عر ع شرو + 75 + عوم2 - 2ع 

(المعادلة القياسية للقطع المكافئ) 
1 (0,م)] 

0 < م , 2مك - بر 





ومعادلة الدليل 0--2 





جد البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئ ‏ 87 - 2( 
بالمقارنة بالمعادلة القياسية #م4 - 2رر 


ا ا ا 007 
ان ا ا ان لاق :. البؤرة هي (2,0)/م - (7)0,0 
كح ادك رن كير 





مث أجد معادلة القطع المكافئ إذا علم : أ ) بؤرتة(370) والرأس نقطة الاصل. 


ب ) معادلة الدليل 0 - 6 --22 ورأسه نقطة الاصل. 


(1) ** البؤرة هي (3,0).. بالمقارنة مع (0 ,2) 


3 - م7 ج 
البؤرة تقع على محور السينات .. المعادلة القياسية للقطع المكافئ هي امك - 2ن 
لدبت يوقي 3 -ا7) * (4)3 - تبر 

1 كر . 


كك كرك مك ردك نكن د رودن 


(معادلة الدليل) 3 -ع2 ٠.‏ 


| 3 ع 10 2 
بما ان الدليل سيني (موجب ) 2م4- - 2رر 
اذن المعادلة القياسية سينية ( سالبة ) اث 








4 غيداء طارق الشمري 2 27 


جد بؤرة ومعادلة دليل القطع المكافئن 4 - 22 ثم ارسمه : 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية مك4 - بر 
1 - م جه - مج 4 - م4 

:. البؤرة تقع على المحور السيني (7)1,0 ج (0 ,م) 7 . 


معادلة الدليل م- ح بر 
(عكس إشارة البؤرة دائماً) ‏ 1- -2 .. 
ع 
0 بالجذر التربيعي 4 - 72 :: 
0 - ر 


0-202 





ملاحظة/ نأخذ القيم الموجبة ل * لأن البؤرة تقع على المحور السيني الموجب 





ف باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ إذا عل ان بؤرته (3,0/) والرأس في نقطة الأصل. 


البؤرة (0/3,0) 7 » ولتكن النقطة (4)1/,7/ من نقط منحني القطع المكافيء» والنقطة (/1/3,1-)0 هي نقطة 


تقاطع العمود المرسوم من 11 على الدليل (1 ومن تعريف القطع المكافيء 0 - 17]/! 
- زر - بن + 3(2/. + بعل - 0(2 - بنج تز/ - مل 
(1/3,1-) 0 بتربيع طرفين 
رو تي ك2 رو كين 
ى بفتح الأقواس 
(6/3:,0 5 + :2/3 + كبر- تبر دقر 20/3 - قير 
بالتبسيط 


يها 





- :21/31 ح 2ب 
(معادلة القطع المكافئ) -ح 2رر 


0200 غيداء طارق الشمري 2 1+7 ف ١‏ 


معادلة القطع المكافيء الذي بؤرته تنتمي لمحو ر الصادات (85«» - 77() والرأ س في نقطة الأصل 








في المستوى الديكارتي المتعامد المحوزين لتكن النقطة (75)0,82 هي بؤرة القطع المكافئ» والمستفيم (1 دليل القطع 
المكافئ والنقطة (8-,)0 هي نقطة تقاطع العمود المرسوام من /1 على الدليل» والنقطة (39,<) 14 من نقط منحني 
القطع المكافئ والرأس في نقطة الأصل (0,0)كما في.الشكل 7(4 - 2) . 


ودثاء على تعريف القظع المكافئ فإن 110 -*111 
(بتربيع طرفي المعادلة) د ب + >2( 2012 /ء - 4(م - 7ز) + 0(5 -2) إلى ج 
“(م + 7ن ع 4زم - بن + “عر ج 
(بالتبسيط) وز + ترم 2 + كير - قور + برم2 - شير + 1:2 


م2 + توم 2 - 2 
(المعادلة القياسية للقطع المكافى) 0 < م , ب7رم4 ح كير 


الجدول الآتى يمثل المعادلة القياسية للقطع المكافيء الذي رأسه في نقطة الأصل حيث 0< 


0 


0 
احص يسود 0 





جد يؤرة ومعادلة ليل القطع المكافيء ل برهة- قرة 
الحل يجب تبسيط وترتيب المعادلة حتى نتمكن من مقارنتها مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ: 
3 + [0 ح بو24 - 312:25] 
0 ح بورق - كير 





غيداء طارق الشمري 6 227 





8 دونه 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية 417 ح- 


2 - م 3 - مج عق - م4 


وبما ان البؤرة 3 للمحور الصادي ( البؤرة  )‏ (0,2)م. ج (0,2)/ .. 
(عكس إشارة 7 ) ( معادلة الدليل  )‏ 2- -[( 
جد معادلة القطع المكافئ إذا علم (أ) بؤرته (0,5) ورأسه نقطة الأصل. ظ 
55 رةِ 3 لمحور الصادات .. المعادلة القياسية للقطع المكافيء هي 417 ح- 
(من البؤرة) 5-5 
لإ(4)5 - 2 
و 1020 
1 ( ب ) معادلة الدليل 7 - نو ورأسه نقطة الأصل ١‏ 
000 1 50 000 القياسية هي م4- - 2 
0-7 


لجعي اها لسو سين سه نيزت ريوس ات 2-5550 
كن 





شا جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (204) ا (4-,2) 
4 2( ا . تحقق معادلته 


(2) مه - *(4) 
(نعوض في المعادلة) 2 - مج 5 - م ج وق - 16 
)1 - 


(معادلة القطع المكافىء) ١‏ 8 - 2/ز .: 





جد معادلة القطع المكافيء الذي رأسه نقطة الأصل وبمر دليل القطع المكافيء بالنقطة (25 ,3) 


ملاحظة : عندما يقال في السؤال ان الدليل يمر بالنقطة فهذا يعني ان الدليل أما يساوي الاحداثي السيني 
ال ان ل ا ل ا ا ا ا ا الاق لت 011 ل 


لمحور الصادات. 
ولا يجوز تعويض النقطة بمعادلة القطع وذلك لأن القطع لا يمر بالنقطة وإنما الدليل هو الذي يمر 





إذن يوجد احتمالين للمعادلة القياسية وذلك لعدم تحديد موقع البؤرة 














: : لد 
ل © 7+ 





الاحتمال الأول : البؤرة تنتمي لمحور السينات الاحتمال الثاني : البؤرة تنتمي لمحور الصادات 
السالب وذلك لان معادلة الدليل 3 ح مر الموجب وذلك لان معادلة الدليل 5- ح بو 
1م4- - 2نر .. برم4 - 2 :. 
من الدذليل 3 كم . من الدليل 5 ح ل .. 
(3,0-) ]1 (0,5) ا 
43 -ح تنر ..:. 4)5(7 ح كر ..:. 
(معادلة القطع المكافئ) 121- ح 2بو (معادلة القطع المكافئن) 2037 - 122 


تماربسن ]|1 - 2]| 
١‏ - جد معادلة المقطع المكافيء في كل مما.يأتي ثم ارسم المنحني البياني لها: 
أ ) البؤرة (5,0) والرأس نقطة الأصل. 


البؤرة 3 لمحور السينات .. المعادلة القياسية هي م4 -072 


(من البؤرة المعطاة في السؤال) د 

56 (4)5 ح- 12 
7غ 2( 4 205 ح- 17 
(0,0) 2 0 

1 اله 

)5,-10( 





ع 
5 بد بين 


ملاحظة: إذا كانت البؤرة 3 لمحور السينات نأخذ قيم < 


هي 0 وقيمة 7 المعطاة لنا أو التي نجدها و نعوضها 
في المعادلة التي استخرجناها حتى نحصل على قيم 5 





اه غيداء طارق الشمري كم 7) 





ب) البؤرة (4- ,0) والرأس نقطة الأصل 
البؤرة3 لمحور الصادات 


ل ا قر 

الصادات فنأخذ قيم 7[ وهي 2 0-0 0 

دون ديقي ند االسستليته دري (مبه)١‏ رمم 
بف ل ٠ 00 ٠‏ 45 5 

استخرجناها حتى نحصل على فيم < 





ج ) البؤرة (0,1/2) والرأس نقطة الأصل 


البؤرة 3 لمحور الصادات .. المعادلة القياسية هي 7م40 ع كير 
0-2 

بز( 0/2) 4 - 2 

و2 حك ع 2عر 







2/2.12 
060 2 








لك دليل ا الفكادوسر 0 - 48-3 والرأس نقطة الأصل - فبهطا4ل-١-‏ 
ش 35 سس ب سس ودر اهم 

4517-3 
حرو 


دن | 


معادلة الدليل : 


كه 


* البؤرة تقع على محور الصادات > 5 1 
المعادلة القياسية هي 47 ح- 











. ّ/ 5 
غيداء طارق الشمري الت 7+ 





و4 - 22 2 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية ترم4 - 2مر 
البؤرة ‏ (00,1 ج 1 ح م ج 5 - م ج 4 - به .. 
معادلة الدليل 0 
معادلة المحور 0 - *: , الرأس (17)0,0 
0 ح 164 +22 (ط 
يجب ترتيب وتبسيط المعادلة بحيث المتغير ذو الدرجة الثانية يكون بالطرف الأيسر ويجب ان يكون معامله -1 


. ننقل 21 إلى الطرف الأيمن ومن ثم نقسم على معامل 52 


1 00 
ويح ديد وجرن حدر 
.٠‏ حصلنا على معادلة قطع مكافئ بؤرته نقع على محور السينات 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية م4- - 2رر 
1 1 
0402-58-2 
أ 
2,0 حر بوت (0,م-) حي 
معادلة المكترورف كك ثرا ارق 0,05 دعر 5 


*- جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (5-,2-) ٠‏ (5-,2) والرأس في نقطة الأصل. 


الاحداثي الصادي ثابت ( سالب ) .. القطع المكافئ متناظر حول محور الصادات السالب .. البؤرة تقع على محور الصادات السالب. 
المعادلة القياسية روم4- - 2ير .: 
* (5-,3)2 للقطع .. تحقق المعادلة 
> - م د م20 - 4 د (5-) مه4- - 2(2) 
د 
5 
ك0 ل 
00 6 00 


4 
0 


.. 2 


! -- 


3 ل + 27 





1 - 


4 - إذا كان دليل القطع المكافئ يمر بالنقطة (3,4-) والرأس في نقطة الأصلء جد معادلته علما ان 






7 ال بات نف كاك لك قاش زه لقف | لنقيقم 


"* السؤال لم يحدد انتماء البؤرة .“. نأخذ الحالتين. 


الحالة الأولى: البؤرة 3 لمحور السينات الحالة الثانية: البؤرة 3 لمحور الصادات 
معادلة الدليل 3- -2 .. معادلة الدليل 4 - 37.. 
مجردة من الاشارات ‏ 3 -2 .. مجردة من الاشارات ‏ 4 - 2 .. 
البؤرة والمعادلة عكس اشارة الدليل (3,0)آ1 البؤرة والمعادلة عكس اشارة الدليل ‏ (4-,0)/ 
د40 - ث0 0 
- 2 0 _- 3 


ه- أوجد قيمة 4 وبؤرة و دليل القطع المكافئ الذي معادلته 0 - :72:8 42 المار بالنقطة (1,2) ثم ارسم القطع 


01 0ح نوق + ترام 
٠‏ (1,2) 3 للقطع .. تحقق المعادلة بسويوة [1) 
0 - (8)2 + 24)1(2 
نعوضها في )١(‏ 6- - 4م ج 0 - 16 + 4 
0 ح برق + 1622- 
(نحول 83 إلى الطرف الأيمن ونقسم على معامل 22 ) 16 1ك 
1 0 

ل 0 ذا كك 

بالمقارنة مع المعادلة القياسية م4 - معن 
. ح- م جه م ح ربك .. 

2 8 

البؤرة 700,5 


1 





. : 0 
5 غيداء طارق الشمري © 27 


6 - باستخدام التعررف جد معادلة القطع المكافئ : 
أ ) البؤرة (7,0) والرأس نقطة الأصل: 





110 -:1/11 
“(مز - بن + 7(4 + )ل - 04 - بن + 2-7(24) ا 
بتربيع الطرفين مر يي سحعيز ا كر عري : 
74 + 2) ع 2رو + 75 - )م 

6 + :14 دقمر- 2رو + 6ل + 142 - 





141 + :14 - درن 
معادلة قطع مكافئ 2 
ب) معادلة الدليل 3/د -.32 والرأس نقطة الأصل. 
٠"‏ الدليل 1/3 ح بز 
.. 3/,+ - 7 والبؤرة 3 لمحور الصادات السالب (عكس اشارة الدليل ) 
(3/ت ,0) 1 .. 


0 -ح 117 
افا ا اا 7 + بن + 0(2 - ملل 
بتربيع الطرفين 7 )| - 1/3(2 + بم + يو 


بفتح الأقواس 37 - بن ع 132+ بن + 2 
+ :21/35 - قير- ترد بو2:/3 + #ور+ 2ع 
روكيد حرو كيو 

3 /دك- ح ير 





أسئلة إثرائية 

س/ جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه في نقطة الأصلء وبمر بالنقطتين (3,6) ٠»‏ (3,6-),ثم جدمعادلة دليله. 
الاحداثي الصادي ثابت( موجب ) .. القطع متناظر حول المحور الصادي الموجب. 
.. البؤرة 3 لمحور الصادات -> المعادلة القياسية 437 ع 2م 


٠:‏ ( 3,6 ) 3 للقطع ... تحقق المعادلة القياسية 
(6)م32-4) 
* - ود - وج م24 - و 
1 4 تت 21 3 
8 
معادلة القطع المكافئ ردكت 


0 
1 


عي 
ده غيداء طارق الشمري نش 





ا 7 ) ف ” 
ع لوك أت 1 5 : . 5 اله 
س/ إذا كانت النقطة (1-,2) 3 للقطع المكافئ الذي معادلته 0 - 201:2 + «(3 + 20) جد قيمة 1 ع0 » 
ومن ثم جد البؤرة ومعادلة الدليل للقطع. 
1 


راح 0( د للقطع .. تحفق معادلته .. نعوض بدل < ب( 2 ) وبدل 88 ب (1-) في المعادلة المعطاة 


)20+ 3 )3(+ 20-122- 0 1001 
0+3+20- 0 
3 -8 -39 -1 


200 1 1 . 25 5 5 
نعوض بدل 0) ريع في المعادلة المعطاة في السؤال وببقى ,7 مجاهيل 


0- ررث) د + زو+ ت2) 
0ع >4برد رد يجن - وردورة سات 


0 
معادلة قطع المكافئ 0 


1 2 
جرح بحبرري ره راس 
(البؤرة نفس اشارة المعادلة ) )0 6 57 
(معادلة الدليل عكس اشارة البؤرة والمعادلة ) - حور 
س/ إذا كانت (4 - 30) -ح 2775 معادلة قطع مكافئ جد قيمة:1 066 إذا علمت أن دليله يمر بالنقطة (3,) 








نقسم على معامل572 ع ج [«(4 ع 3) ع 4روم | 
36-4 
ل ل د ند سات ويح د تر 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية م4 - كبر 
1 50-4 50-4 1 
0101008 - م7 جه 5 _ 
)01 0-7 
معادلة الدليل 0 ح ون 0 
بما ان الد بالنقطة (3, 4- : 
يي ا ل ا 00 رك 0 
ا 0 36-4 1 


2551 00501 0 





4 4 

(4 -داع4)3 ع4 
6 12 ح م4 
6 ح دتع4 -ع12 


2 -م هج 5 -ء ب 16 دعق 





غيداء طارق الشمري 2 200 


اليد 


القطع الناقفص «1.1.12519:! 

تعريف: القطع الناقص مجموعة من النقط في المستوي التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين (البؤرتان) عدد ثابت 
قطع نافص بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الأصل 

بؤرتا القطع الناقص هما (0(,77)6,0 ,0-) 12 والعدد الثابت هو .20 

0 < ه, 0 < ) تسمّكى النقطة التي تقع في منتصف القطعة المستقيمة 
الواصلةيبين البؤرتين بمركز القطع الناقص (0611617)) وبيسمى المستقيم 
المار بالبؤرتين بالمتحور البؤري (315 0031) وبقطع القطع الناقص 

في نقطتين تسميان رأسنا القطع وتسمى قطعة المستقيم الواصلة بين الرأسين 
بالمحور الكبير (2:05 113[06)!وطولها (©2) أيضاً وبساوي مجموع بعدي 
أي نقطة (2),37 من نقاط القطع الناقص عن#البؤرتين أي ان : 
وتسمى القطعة المستقيمة الواصّلةابين .نقظتي تقاطع المستقيم العمود على المحور الكبير من مركز القطع الناقص. مع 
القطع الناقص بالمحور الصغير (3315 1/111101)) وطولها (21) حيث 0 < ١‏ ونهايتاه تسميان القطبين 





الشكل (2-14) 





معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الأصل 
لاحظ الشكل (2-14) ح ريرم + بربرم 


0 ع 05 رم + 2 + عرو ل 800-095 + 4 جئخ 
20 ح بو + 02 + عر) اكد 2رو + 692 - عر) /ىى ج 
بتربيع طرفي المعادلة) تر تو جين)/, - و92 تبره توج -ين/ + 
#رو+ تن دمن + ذو + 2 + عر) و4 - 2و4 - شرو + 02 - عن) جه 
2 + و2 + خيزب 2رو + 2( + مو روه - 402 ح ررد عرد عون 2 هر ج 
) 


بقسمة طرفي المعادلة على4) بزعة + 2و4 ع 2بر + 02 + عز) ).م4 جه 
(بتربيع طرفي المعادلة) زم + كم ع شرو + 2م ل عر) )م جه 


تمرك + مون 204 + ذنم ع [ 2رور + “ع + عبرم 2 + 2ع ] 02 


ا 


: : 0 
غيداء طارق الشمري + 7 ف " 


1 2 





بالقسيطل كي “ع عل بزع فور دك تنك 7ن حك 0562 حك جز ج02 حا 2 


1 ع0 
نح توت دوين ل ةبوقع جم تيوقن 
(1) امأ (ت - كم) ثم ع #بوثم + روث - كم فر 
بما أن © < » دائماً فإن 0 < 2ع - 35 وبفرض ان 25-625 125 حيث ‏ 0< 


نمي 2 فى 1 (2) ا ملعتب 


بقسمة طرفي المعادلة على52 02 7 - 0ه + ا 
تمثل المعادلة القياسية للقطع الناقص بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الأصل. 
4 ءِ ء 
3 ل خم ١‏ 


معادلة قطع ناقص بؤرتاه على محور الصادات ومركزه نقطة الأصل 
لاحظط الشكل (2-15) بنعكس خطوات الاشتقفاق السابق لمعادلة الفط الناقص بؤرتاه ع محور السينات ومركزه نقطة 





١‏ قطع ناقص بؤرتاه على محور [ فطع نافص بؤرتاه على محور 
الصادات ومركزه نقطة الأصل السينات_ومركزه نقطة الأصل 
0 مم2 42 7 1ن 
المعادلة 0-1 12 4 دن 1م [1 
البؤرتان اح / > ,00 نآ (0 © -) 1 ,00 1106 )2 
الرأسان (©-,71)0,©(,12)0]آ (0 ره-) جلا ,(11)©,0 (3 


“م - كن ددح جد 2( - 2و/ دح 4 
< ب ,© < 0 ر5 


طول المحور الكبيرء المسافة بين الراسين » العدد الثابت - ©2 (6 









7 
ا 0 + 





117) ف "” 


طول المحور الصغيرء المسافة بين القطبين. -28 (7 


المسافة بين البؤرتين » البعد البؤري - 2 (8 
مساحة منطقة القطع الناقص وبرمز لها (612) 





17 ح 4 (9 
5 5 : 22 02-0 
محيط القطع الناقفص وبرمز له 8 (2©11111©1©1) 2-7 , َ ظ 2 - 2 (10 
اا؟ . هه 001 عي 2- 2و 4 
© «7#الاختلاف المركزي وبكون دائما آأقل من الواحد (1 >> ©) .> كك َ حت 6 (11 


في كل مما يأتي جد طول كل من المحورين واحداثي كل من البؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي 


2و 2ير 
1 6 2 (1 

00 2” 2 

بالمقارنة مع المعادلة القياسية- 1 م 
_ 0 
ل 0 ا ا ل ا 0 ات 5 ع 0 ج 25 ع ك0 ... 
5 5 (5,0-) و1 ر(5,0) 47 

وح ااي ل ا لدف له 





050572 ا رد 


(4-,0)و/1 ,(0,4) ,/1 ج 4 - ز ج 16 - 2( 
(إذا كان الرأسان على محور السينات فالقطبان على محور الصادات والعكس صحيح.) 





وحن ب خ باو يج ينع توه لبيك الخوو ةو خوون. 
البؤرتان (3,0-) ير ,(3,0) 2 . 
البعد البؤري 6 - (2)3 - ع2 
3 
الاختلاف المركزي 1 >2-2-ده 
0< 2و + 422 (2 
3 + 5 - 2روو + 42) 
ماج سه تبه» > سديز يورت ]لاون او س وروا سنوت وبين دوه -- و9 
1- ا 
1 م2 
عند وضع 3 في المقام يقلب فيصبح > . > تقلب فتصم م 
-ََ عهَآ-ّ----ي- آذ 3 1 ١‏ 2 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية 7 0 
0 
وذلك لأن + < 2 .. البؤرتان والرأسان 3 لمحور الصادات 


ٍ 2 2 2 4 
الرأسان (2-,0) ونه , 2 ,0) اللا 6 جح :2 - 2ل 


9 
000 - | 00 
57 1- 1 01 1[ _ د 
لقطبان ‏ (0,ج0(,1/2)7,ج) ,10 جح - رج + - 2زا 
1 2 1 
طول المحور الصغير - () 2 - م2 


)1 7 





1 1 
البؤرتان (2-,0) 02) له 
1 
5 : الا د تيت 
الاختلاف المركزي د 627252225 
سن جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (0 ,3) و ,(0 ,3-) 1 ورأساه النقطتان (0 ,5) ي/0(1 ,5-) يآ 
ومركزة نقطة الأصل 
57 1 ' 5 ا 
البؤرتان 3 لمحور السينات .. شكل المعادلة القياسية هي سد وسوس 0 


و - 2 ج (من البؤرة) ويحيو 

5 - 2ه ج ( من الرؤوس) 25 

نععض في  )١(‏ 16 85ج 25-9 - 5 - 2 - 25 - وج >( - شن - 02 

وج قن ا لقاة ل يك 

| مثل جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبنطبق محوراه على المحورين الأحداثيين وبقطع من 

محور السينات جزءآ طوله (8) وحدات ومن محؤر الصادات جزءآ طوله (12) وحدة. ثم جد المسافة 

بين البؤرتين ومساحة منطقته ومحيطه. 

القطع يقطع من محور الصادات مسافة12 ومن محور السينات مسافة 8. 
“. المسافة من محور الصادات هي طول المحور الكبير 
والمسافة المقطوعة من السينات هي طول المحور الصغير. 
وذلك لأن المحور الكبير دائماً أكبر من المحور الصغير في القطع الناقص. 
6 - تم ج 6 - و ج كد - ع ج 12 - 20 .. 


6 - 52 ج 4 - ( ج 3 - (ز د 8 - 20 





7 ير 

ل لا 

. 22 722 

راص 

كعد واغت د 36-16 2 2ع كك 2 2ن جالع :. 

( المسافة بين البؤرتين) البعد البؤري كه ع2 ج (2)21/5 - 22 
(مسافة القطع الناقص) 7 ح لم 
( حيث د ح جج) وحدة مربعة +247 ح لم ج م,(4) (6) - 


(محيط القطع الناقص) عضا 27 ام 
0-0 6 - مج | م2 - م ب كنكة/ 27 دم 





دح 





5 7 24 5 3 ٠ 
” غيداء طارق الشمري ا" 27 ف‎ 1 
سد لتكن 36 - 42 + 2/ معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الأصل وأحدى بؤرتيه (3,0/) جد قيمة ع/.‎ 
نقسم طرفي المعادلة على العدد الثابت في الطرف الأيمن 6 + [36 ح 2رو4 + 2يرع]]‎ 
كك ا سناد 20 يتا‎ 
0 0 36 
4 0 
36 ١ 3 - 1 
0 
ا‎ 
م2‎ 1 
0 1 البؤرة (0/3,0 د لمحور السينات . شكل المعادلة القياسي‎ 
5-6 -2م ج 7/3 دم (9- 2م‎ 2 
0 و-3-55ج2م-‎ 
و‎ 
12 - 


جنوه كل د بز 16د وف 
<< مث أجد معادلة القطع الناقص الذقٍّ مركزه في نقطة ألاصل ورا على محور السينات والمسافة 
بين البؤرتين (6) وحدات والفرق بين؛ طولي.المحورين يساوي (2) وحدة. 


المسافة بين البؤرتين - 6 521017077 
” الفرق بين طولي المحورين - 2 ->» (طول المحور الكبير - طول المحور الصغير -2) 
اذا كان الفرق بين طولى المحورين قيمه عددية 2 + [2 - 25 -  ]20‏ 
ةا اك رين قي 1 5 25-02 
ا ا 0 ا 2 1 2 2 ا 
00 09 ا ا ل ا 0 |10 -_ . 
١ ١‏ نعوض(1) في (2) 52 - 2رم + 1) ح 3(2) . 
ع ان 0 اك لت ل ا 0 2 2 + 2 + 1 - و 
0 





1 2-16 ج 4 دم جح 2-8 ج (2 - 1 - و 
(نعوض 4-<( في (1) حتى نحصل على قيمة 2) 25 - 5 ج7 5 ح جح ج 4 + 1 - 2 


00 2 
البؤرتان3 لمحور السينات :. شكل المعادلة القياسي 1 - 0 


معلالة ةلتكل لهذ قد 
َك 0 فص |1 - 100 3 
| مثل أجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه بؤرة القطع كج 0 -ع12 - ب 
وطول محوره الصغير يساوي (10) وحدات. 


يجب استخراج البؤرة من القطع المكافيئ اولاآً : 0 -ع12 - ش2رر 
5-2 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية در 


3 مج 12 ح رك . 
بؤرة القطع المكافئ (3,0) 1 .. 


افر 


يا رد 
1١‏ غيداء طارق الشمري + 200 ف ” 


0-0 ك5 ك1 ٠‏ 





:. بؤرتي القطع الناقص هما (3,0) , , (3,0-) 7 
5 - 2زراج 5 داز حت 10 - 28 .. 


ل سس كننر 
4 - 2ى ج 25 9 - 2ج جح 25 2ج - 9 جح 2م دكن ح دع 

2 1 0200 1 

1 1 

معادلة القطع الناة ل 111 11 مد 

00 5 حت‎ ١ 


.0 |باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (51)2,0, (2,0-) 82 والعدد الثابت- 6. 


0 اك 3 900-11 00-0 الكبير) (71)2,37 د للقطع الناقص 
0 - وتام + رورم 


6 ع 0(4 بم + 2(2 + عن) ل + 0(5 - ج) + 2(4 - عر) ل/. 
بتربيع الطرفين ‏ 2[2بر+ 2(2 + بت) ل - 6] - 2[2ز+ 2(2 -6) //.] 


ار تر ين 

ود + مره + غير + 2رو + 2(2 + من) /,.12 - 36 - 2رر+ أ + بره - غير 
برك لل يرك د 36 - 2بن د 2(4 ل ن) ل121 

4 + [د8 + 36 ع دير + 2(2 عد عد) /+12] 
4 + 9] ع 2([4مو + 202 + ع) /.3] 

#ير4 + عر36 + 81 ع [2رز + 25 + 2) ]|9 

تيرك + :362 + 81 ح |[ 2رو ل 4 ل يرك + 2ع |9 
4 + 362 + 81 ع 2ر9 + 36 + :361 + 91:2 
81-6 -ح 9,2 ل 2ر4 - 2ر9 

5 ج [45 - 2#برو9 + 522 ] 








2 2 45 

ج12 

45 ' 45 45 

5 9 

معادلة القطع الناة لتعسصوسه 
د 6 1 ج31د. _ لم كتحد 
غخص 00 


طربقة رسم القطع الناقص 

2 2 
لتكن جد + 2 معادلة قطع ناقص بؤرتاه 3 لمحور السينات ولرسم هذا القطع نتبع الآتي 
١‏ - نعين النقطتين (0 ,2ه-) جآآ ,(0 ,3) ن/آ 


؟ - نعين النقطتين (-,0) 112 ,(,11)0/ 
*- نصل بين النقاط الأربعة 11711172112 على الترتيب بمنحني متصل. 


؛ - نعين البؤرتين (0 ,©-) ع1 ,(0 ,©) 1 


١ ! 0-6 


غيداء 0 قَّ 09 5 هش 





و 2+7 


ال " 32 
ل باس 


تماربسن [2 7 2 


١‏ - غَين كل من البؤرتين والرأسين والقطبين والمركز ثم جد طول ومعادلة كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطوع 
الناقصة المبينة معادلتها فى كل مما يأتى: 


طول المحور الكبير 2 - (2)1 - 26 7 (1,0-),17)1,0(,7 جه 1 - ج جه 1 - 2 
1 
طول المحور الصغير1/2 - [- )2 - 20 ج (,0) را 1 00 


2 


.)8 (2,0) 7 جح د ء د 2 - 1غ 


0 0-3 
0071 


1 


57000 12 ا 
الاختلاف المركزي ا ا 


7 -ح 72و13 + 24ر9 رط 
7 + 1171 ح- 13:2 + 912 


2 2 2 


كيج 00 
- 0 3 1 احكعورر _ 1 7" 7 
13 9 
0 ط 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية 1 - ح جد + د 
طول لوقحو لكيام 1( )د كاه -:1 52 5 1 - 1 
(1/13,0- )ولا ,(1/13,0) 17 
طيل الشكور الصهيق رم مت حورن د ودر 


(3- ,0) ]لظ ,(0,3) ,1/1 
كدت اك إل داكن رك اواك 1[ صداكم حأاكان ها ان واكم 


(2,0-) ري ,(2,0) 1 


)1 7 


ا ل 


؟- جد المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي مركزه في نقطة الأصل في كل مما يأتي ثم أرسمه' 
أ ) البؤرتان هما النقطتان (0 ,5). (5,0-) وطول محوره الكبير يساوي 12 وحدة 
ل 


.. شكل المعادلة القياسية 1 ا 
[من البؤر] 0-5-5-6 
طول المحور الكبير ت 12 
501565-06 20-12 : 

2 - 36 - 25 ه 2م - 2ج ع 2ح 
الا ا ول ار 





/141)0,1/11( 


2 م2 
1 يي ل سدية 
11 36 
ب ) البؤرتان هما (2 + ,0) وبتفاطع مع!محور السينات عند .4+ ح نر 
البؤرتان 3 لمحور الصادات 
1 م2 


. شكل المعادلة القياسي 1 م 

(من البؤرتان) 1 »1(152) 

“القطع يتقاطع مع محور السينات عند 4+ - 22 ح 0 - بر 

يمثل القطبان (0 4-) ,(0 ,4) .. 

ايحن لح ورك 

سا دم 

0 -ح عن ج 16 + 4 - 4كن ج 16 - 4ن ح 4 
2 2 
ود ف 





ج ) إحدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين 1,5 وحدة على الترتيب. 


* إحدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي المحور الكبير بالعددين 1 , 5 


3-9 عدن جح 6ح-7م2 :.. . ,طول المحون الكبين 6يحوؤكردعوادة: 
2 عه 3-1 حع ج 3 ح بن .. 


5 لكف 0 -. 4خ ج. ةزو -.0.- 4 جد 4( - كن صالاع...: 


: 5 2 2 5 8 5 2 2 5 
في حالة البؤرة 3 لمحور الصادات 1 - 5 + أو , في حالة البؤرة د لمحور السينات 1 --2 + 2 أما 





0 


٠‏ 0 ل 
00 00 ق الشمري 





2 7+ 
د ) الاختلاف المركزي 2 وطول محوره الصغير (12) وحدة 
2 ات 


17» 413,0١ 


(4./3/0-) و7]آ 





هم المسافة بين بؤرتيه تساوي (8) وحدات. ونصضف محورة الصغير يساوي (3) وحدات 


مسحي كم حك كو 


لك كرك نك ركام 


0 
5 - 4ن جح و + 16 - 2ن جه 9 - 2ن 





حت 16 
2 2بر 52 بر 0000 
م 7 2م 3 الي ا ا ا تور اميا 


3 ! ف 


ا 
هه غيداء طارق الشمري هش 27 





1 


3 - باستخدام التعربف جد معادلة القطع الناقص إذا علم 
أ) بؤرتاه النقطتان (2 + 0) ورأساه النقطتان (73 ,0) ومركزه نقطة الأصل. 
لنفرض ان النقطة (0),17 3 للقطع 0 ع ج012 + 011 
20-0 -5-) 
6 - 202 + بن + 0(2 - ملق + 202 - بن + 0(2 - عن ل 
بالتربيع ‏ 2(2[7 + 7[) + 2عزل. - 6] > 2(2[2 - تنم + 21:2/*.] 


2 سس بم + تمر + 202 + روم + 12/22 -36 - 202 - بن + قير 


ظ 4 + بره + غبر+ 202 + رو) + 12./::2 - 36 ح ير + بره - تير 
ترك + ررو4 + 36 ع 205 + رم + 2عزل.12 


4 ج إ[برو8 + 36 - 2(5 + 7ز) + 2يدل.12] 


بتربيع الطرفين ‏ 2317 + 9 ع 2(5 + 7[) + 712/. 3 
4ر4 + :36 + 81 - (205 + رم + 2ن)9 
درو4 + 7ر36 + 81 ع (4 + ررك + 2رو + 2:2) 9 
4# + و36 + 81 - 36 + 369 + 2رو9 + 92:2 
81-6 ح 2ررك - 2و9 ل 91:2 
5 ج [45 - #رر5 + 922 

2 م2 


معادلة القطع الناقص ا 


ب ( المسافة بين البؤرتين )6 وحدة والعدد الثابت (10) والبؤرتان تقعان على محور السيئات ومركزه نقطة الأصل 


.” المسافة بين البؤرتين - 6 6 محر 
(لأن البؤرتان 3 لمحور السينات ) (3,0-) جل ,(3,0) 1 
العدد الثابت - طول المحور الكبير- 26 - 10 وحدات 0 ح و8 () د [ 0 


0 - 02 - بم + 3(2 + عل + 0(2 - بن + 3(2 - عر) /, 

بتربيع الطرفين ل 39 3 م) /ل -01 232-71 3(2--22) ل 
مد 3(2 + م) + تبر + 3(2 + 20,/)6 - 100 حشيوب+ 3(2 - عر) 
9+ يرم + تير + تيو + 3(2 + ) /.20 - 100 - هل يرم - 2 

6 + 62 + 100 ع 2تز + 3(45 + ع2) 20.0 

4 + |12 + 100 ع 2مرو + 3(4 + عن) ل.20 

بالتربيع 3 -1-.25 ع 2بز عد >(2:3-3) .5 
:9 + 150 + 625 ع (2رز + 9 + عر6 + 2:2) 25 

:01 + :1501 + 625 ع 255:2 + 225 + 15072 + 251:2 
كس اما ا ا 0 1 كار 

0 + [400 ع 25:2 + 16225 


00 مر 
معادلة القطع الناة الله 
سخصد نصح 6 7 25 





5 غيداء طارق الشمري © 7*+2221 





؛ - جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي 
معادلته 0 - 8# + 92 علماً ان القطع الناقص يمر بالنقطة (210/3,7/3) 


يجب استخراج البؤرة من معادلة القطع المكافئ: 0 ح برق + 2بر 
بالمقارنة اك - 01 اي - 1 


بؤرة القطع المكافىء (2,0-)/ ج 2 ع م د 8- ع رر4- 


ا كا رس لات 
2 0 اا امه 


2 
البؤرتان 3 لمحور السينات جح شكل المعادلة القياسي هو 3-7 - 12+ 0 
2 
213 

(21/3,1/3) 3 للقطع .. تحقق المعادلة فد الوادت 
01+ ]|1 2 
م ا ل اا 
نعوض )١(‏ في )١(‏ 2) وجوه 7 رادت درك كر كر كا دوت ووه نز حركن حك وات 


(>5 + 4) 54 ع (54 + 3)4 + 1284 
4 ل 44 ع 34 + 12 + 1284 

60 - 384 -5-1285-12( ل >4 
60 -4-115-12م 

)52-12()54+1( - 0 


يهمل 2 » 1- - 2م ح 0 - 1 2م أما 
نعوض في (؟) 0ك مركن ار 
6 - 2ن هج 12 +4 ع كن 
5 5 ل 
تعادلة القطع الناقص 3 


ه - جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور السينات وبمر بالنقطتين (6,2) .)3,4(٠‏ 
البؤرتان «و نسحو ”"(الملفا. ا 


1 موقل : 
. شكل المعادله القياسي 1 حدس نامر 
ا د | 7 / : 2 ر 6(5) 
النقطة (2 ,6) 5 للقطع .. تحقق المعادله 1 12 3 072 
4 36 
(1)..... 1-- 12 ٍِ 0 
00 ! # 7# : “42 ر >3(4 
.“النقطة (3,4) د للقطع .. تحقق المعادلة ا 5ج ا 
16 9 
(2).... | لود ل 3 1 
55 7 6 144 
نضرب المعادله (1)* 4 | 24 - 7 62 
بالطرح 2 1ك ح -د م 1-2 
45 2 - 135 هج 8ه - 135 


2 2 بدك 








17) 
ا 4 36 
نعوضص في ١‏ : 1 
1 117 ا 11 99997101 
2 7ص الوا 7 الصحا تالجم 572477 52007715200577 00 


0 45 

معادلة القطع الناة اله 077 

ولو لطع الناتدن 5 20 57 ” 

5- جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ويؤرتاه نقطتا تقاطع المنحني 16 - 3 - 2[ + 22 مع 
محور الصادات وبمشل دليل القطع المكافئ 1212 - 172 


البؤرتان نقطتا تقاطع المنحني مع محور الصادات -ح> 0 - 2# ( نعوض في معادلة المنحني) 


4+ - بر جد 16 - 2#بر د 16 ع (3)0 - 2تو+ >(0) .. 
66 ح 5ح ج 4 دح ج (0,4) را ,(4- ,0) 7 اذن البؤرتان هما 
“القطع الناقص يمس دليل القطع المكافئن 12 - 12[ 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية م4 - 2بر 
معادلة الدليل 


سر ركان كت روك ناراك رودن 


9 -25م جح 3 حمق ... 
5 -ح 2ن ه 9 د16 - ثن جح و- كن - 16 حت 2( - كن ع أع 


#البوَرتان !3 لمحور الضادات © شكل المعادلة القياسية 


0 كن 
2 2 
معادلة القطع الناقص حدر 
/ا- جد معادلة القطع الناقخص الذي بؤرتاه تنتميان إلى محور السينات ومركزه في نقطة الأصل وطول محوره الكبير 
ضعف طول محوره الصغير وبقطع القطع المكافئ 0 - 8 + 75[ عند ,النقطة التي أحداثيها السيني (2-). 
طول المحور الكبير ضعف طول المحور الصغير 


2 + [(2)28 - م2 . 
1 اس و مي 174 4ك ورك ررد كبن 
القطع الناقص يقطع القطع المكافىمء 0 - 8 + 0775 عند النقطة 2- - تن 


. نعوض 2- بدل 2< في معادلة القطع المكافىء حتى نستخرج '[. 


4+ ح بر ج 16 - 2#بر جد 0 - 16 - 2ربو ج 0 - (2-)8 + 2ب .: 
. النقاط التي يمر بها القطع الناقص هما (4- ,2-) ,(4 ,2-) 
"“البؤرتين 3 لمحور السيئات 


ا 
ا 

قطع .. تحقق معادلة درمتم 

(4 ,2-) داللقطع .. ,تحقق/معادلته 1 5 1 68 1 
0 0 ح 5 ل 22 

عرد اما 0-1 001 
نعوض ه 2 17 16 1 





معادلة القطع الناقص 


! -- 


: : 0 
1 ل + 2000 


“ل احزهويا 





/- قطع ناقص معادلته 36 -ح 72زع/7 + 7222 ومركزه نقطة الأصل ومجموع مربعي طولي محوربه يساوي 
(60) وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته # 40/3 - 9/2 ما قيمة كل من /,/ ؟ 


نستخرج بؤرتي القطع الناقص من بؤرة القطع المكافىء الذي معادلته هي 0ك ح 2ب 

بالمقارنة مع - 1 

1/3 ان ج 4/3 ح ربك 

بؤرة القطع المكافىء (0/3,0) ل .. 

3 - 2 ج 7/3 -ح © ...2 بؤرتا القطع الناقص هما (1/3,0) ,(3,0/-) 

'“مجموع مربعي طولي محوربه - 60 0-:2(7)-22)20(731- 

4 + [60 ع 455 + >كن4| 

010 2 - 15 - 2ج جه 15 - 2م + 02 

)2( ل ان 

:. نعوض 1 في 2 ينتج دوك 2خ :5 32 

3-215 - 02 

2-95-2-8ن 5 5-5 2 درم 

نعوض في (1) 05-59 05-5 5] 0-2 

معان النضع الكنككن 1 2ب 

6 + [36 ح #روع[ + 2عنم1 ]| 

2 

1ح جد د 

55 1 
1 م2 
' البؤرتان 3 لمحور السينات .. شكل المعادلة القياسية هو 1 0 )4 5 


4 - / ج ل - ( ج 36 - رزو د 9 - 52 :. 


ا 0 00-0--5-5-5-3-0-0-0 


- جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئن 241 - 22 
ومجموع طولي محوريه (36) وحدة. 
نستخرج بؤرتي القطع الناقص من بؤرة القطع المكافىء ‏ 24[7 - 62 : 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية م4 ح 6ع 
6 - م + 2 - م د 24 - مه . 
بؤرة القطع المكافىء (0,6) ل[ .. 
. بؤرتي القطع الناقص هما (6-,0) 72 ,(0,6)/ 
م ل 


:* بما ان مجموع طولي محوربه (36) وحدة لاح رقت كت اورد ده رو وه 
ا كك د 1025-2( 2ن 7 2 
5 طمر كن 2 دمب 


:. نعوض (1) في (2) ينتج 2 - 2( - 18) - 2ع 


1 


0264 غيداء طارق الشمري 2 1+7 ف ١‏ 





8 - ( د 2 - (ز ج 288 - 365 ج 36 - 324 - 36 ج /ز- 161+ 36 - 324 - 36 


6-0 تت 

نعوض في (1) 18-8 - 0 

0 - 05 ج 10 ح 0 

20 _ 1 0 0 0 09 
٠‏ البؤرتان 3 لمحور الصادات 1 00 3 - ]م 0 13 00 


-٠‏ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتيه (0 ,0(,71)4 ,4-) ,#2 والنقطة 0 3 للقطع الناقص بحيث ان محيط 


وكأ 01 - 24 وحدة 
محيط لمثلث > مجموع أطوال أضلاعه>2 (1).............ر,/ + 01 + ,01 - 24 


بالتعويض في (1) 2 2 +[ع2 +204 ح 24] .. 


(لا,») 0 رام 


1 ل دلا 2 
52 - 64 ع 16 جه 5( - 2ن عد كم .. 
8 -ح 5م ج 16 - 64 - 4( .. 
البؤر 3 لمحور السينات .. شكل المعادلة 0 
١‏ . 18 64 اتش - 
اسئلة وزارية 
س/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه 3 لمحور السينات ومركزه نقطة الأصل ومساحة منطقته (716)وحدة 


مربعة ومحيطه (101) 
(مساحة قطع ناقص) 017 ح 4 ٠.٠‏ 


(1) 0 - ه ج 7 - طه ج اترله - )7 .: 


2 7 
2 ّ 
ءا ةا 7 - 107 ج (محيط القطع الناقض) 2022| م2 د صب 


00 4 + 49 0 
: عي | 1 5 02 3 52 _ 
بترديع الطرفين 20 د 2 2 م - 7 ك5 


4م ل 40 
0 - (1 - *49()5 - *() ج 0 - 49 + “505 - “زج 5001 - “0 + 49 د سحج - 25 











[تهمل لان 8 > ©] 1 - 42 ج كد - 42 ج 49 - 2( ج 0 - 49 - 52 أما 
لك 0 20 9 _ 2 2 ا 00 
0-1 ا جه 9 - ا م ا 0 >0 - 55-1 أو 


١ 1‏ 0 1 
/ غيداء طارق الشمري © 2+7 ف ” 





س/ جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبنطبق محوراه على المحوربن الأحداثيين وبقطع من محور 
السينات جزءاً طوله (8 وحدات) ومساحة منطقته (2472). وحدة مساحة. 
(مساحة القطع الناقص) 17 ح لم 
(01.... 24 ع طه ج أرطه - /243 
الجزه المقطوع من محور السينات يمثل أما المحور الكبير (©2) أو المحور الصغير (28) 
نعوض في(1) 2 6 - 5 ج 24 - 4 ج 4 - ه ج 8 - 21 إذا كان 
وهذا لا يمكن لأن قيمة © يجب ان تكون أكبر من قيمة 7 إذن يهمل وبؤخذ الأحتمال الثاني وهو 
نعوض في ([1) 6 - 0 ج 24 - 401 ج 4 - ز ج 8 - 21 
* الجزء المقطوع من محور السينات هو المحور الصغير .. البؤرتين 3 لمحور الصادات 
1 م2 1 م2 
3 75 لمدها لة3 لعا 2 مح ار رييب سمه حص سم كك 
بععالساطة لاص اس سد 6 7 16 
اسئلة اثرائية 
س/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتيه 0,40) ,5 ,(4-,0) 72 والنقطة (0 ,0)8 3 للقطع بحيث ان مساحة 
مساحة المثلث - > القاعدة *< الارتفاع 
1 
)200 عم 
()20 0 


من البؤر 4 ع- م .. 

حت وح حون 2 ان 
00-0702-1552 
ا - 


00 2 
* البؤرتين 3 لمحور الصادات .. شكل المعادلة 1 د د 0 
2 2 
96 
17777 |! 
25 © 





س / جد معادلة القطع الناقص الذي محوراه تنطبق على المحوربن الأحداثيين ومركزه نقطة الأصل ومحوره الكبير 
5]د» - 2 والفرق بين طولي محوربه - (4 وحدات) والمسافة بين البؤرتين( 41/3 وحدة). 


2 2 
7 
' محوره الكبير هو محور الصادات .. البؤرتين 3 لمحور الصادات. .. شكل المعادلة هو 1 - 10 ب 0 


“الفرق بين طولي محوربه (4 وحدات ) 2 + [4 - 28 -20 .. 
[©2 > 28] ا 0 
3 جع جح 3/نكه دع2 :. 
“مز - غأمزر+ ز4 + 4 - 12 جد 2( - 5(2 + 2) - 20/3(2) جح 2( - 2ن - 2ح 
4 - 4م جد ( ح (ق جح 8 - 45 جه 4 - 12 - 45 جه 
ار لل 025 20ت 70 


200 ا دك 
(معادلة القطع الناقص) ا 


د 


: : )2 
“١‏ غيداء طارق الشمري 2+ 200 ف ” 


6 ل 





س/ لتكن 36 -ح 412 + 1,22 معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه (0,1/3) جد قيمة .آ 
سا #رر4 ل 2عر,][ 

2 2 

اا ج 1 - د + ب 


دن 
0 


0 4 1 
0 1 2 
البؤرة 3 لمحور الصادات .. بالمقارنة مع المعادلة القياسية 2 0000 
36 
3-م ج 3/د دم , ح - 2م 9 ع 2ن 
6 - 1ج 36 - 61 د 6 - ك2 جه 9-3 د ف ب “2 9 د 3 جه 2( - 2ن د 2 : 


س/ القطع الناقص 3722 - 3172 + 31222 بؤرتاه تقعان على محور الصادات والمسافة بينهما تساوي المسافة 
بين بؤرة)القطع المكافئ 0خ 4/6 + 12 ودليله جد قيمة 133 الحقيقية. 
نجد المسافة بين بؤرة القطع المكافئ ودليله وهىي 21 


6 4 ح 2بز ج 0 ح عر6/يك + 2رر 


6 - م جه 6/.ه4- - و4- جب بالمقارنة مع «م4- ح 2[ 
بؤرة القطع المكافئ (6,0ل/ىآ) ل .. 

ماله لل 6 ح عن 

لاف الور لسن (21/6 - +١6‏ 6ل 


6 - 2ع ج 6ل دع جه 21/6 ع2 ... 
ار 2 
225 م 1 
ا كد جل ده 
57 1 م2 
* البؤرتان 2 لمحور الصادات .. شكل المعادله القياسي 1ت 0 02 
0006 ان كد ثن 207 دن 
3 - وووك 2-0 جه 3 - 5إررات 6 جح 72 اه 3مك 2م 


س/ جد معادلة القطع الناقخاص الذي أحدى بؤرتيه (0,5) والنسبة بين المسافة بين البؤرتين وطول محوره الأكبر 00 2 


1 م2 
البؤرتين 3 لمحور الصادات .. شكل المعادلة 1 ح 3 0 
ريرك 5 7 ع 5 5 . 5 2 
النسبة بين المسافة بين البؤرتين وطول المحور الأكبر - - (1) ا يي بي ا 
8 8 0 8 0 
5( 5 
5 - 6 نعوض في )١(‏ 8 - ه + 40 - 50 جد و وى 


0 
حي سحي و و كر رم بحر كر وح خرز ك1 6 حو و حي ررك كو حا وه 
2 1 


8 8 3 
معادلة القطع الناقص و -- 1 0 
عد ( 0 


: آٍ 2 ٍ 
7 رن ضيون © 2000 ف ” 





س/ جد معادلة القطع الناقص الذي إحدى بؤرتيه (4,0) ,7 وتبعدعن إحدى نقطتي تقاطعه مع محور 013:15 - 3( 
بالعدد (5) 
من قانون فيثاغورس - “(01) + 040(5) ع *(*1/11) 
ور حت 6 ا 5ح كر حرم اممعصر حر وسحدرك دام عدت ررح رم 
6 تنج لمم رز سام ام 


9 عن ح 16 هج 2( - 2ن ح تح 

دحتو سورم ذككتن 

/ 52 5 م 

وسوح حو ” البؤرة 3 لمحور السينات .. شكل المعادلة القياسي 1 - 2م ١‏ 2ه 

0 5000 

معادلة القطع الناقص 1 سبال مب 
س/ جد معادلة القطع الناقص'الذئ أضلاع المستطيل 0860© مماسات له حيث 
١ 0)4-3(‏ (3- هج)ءع , (4.3-اط , (0)4,3 

من الرسم يتضح لنا 

343 (0,3)رالا ويح يت 

0701770-99 

2 1 

(وذلك لان المحور الكبيرد لمحور السينات) ‏ 1 - ح- + ج- 

0 0 

روصي فت 7 

9ه 16 





س/ إذا كانت جم هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته د16 -ح 75 وكانت:75 هي بؤرة القطع المكافئ الذي 
معادلته و8- - 22 جد معادلة القطع الناقص الذي احدى بؤرتيه 71 وبمر بالنقطة 2/. 
نستخرج البؤرة الاولى للقطع الناقص من معادلة القطع المكافىء الاولى ونستخرج البؤرة الثانية للقطع الناقص 
من معادلة القطع المكافىء الثانية فتكون نقطة تنتمي للقطع الناقص اذن تحقق معادلته 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية رو رر6 1[ 2 ررد 
بؤرة القطع المكافىء (4,0)م ج 4 - م د 16 ع رر4 .. 
. بؤرتا القطع الناقص هما (4,0) رآ ,(4,0-) و1 
6 كم كران مان 
البؤرتان 3 لمحور السينات .. شكل المعادلة القاسية 010 0 
بالمقارنة مع 1 2ع (8- 0 
ل كت ا كان تو كت رورس د 
٠‏ (0,2) نقطة 3 للقطع الناقص .. تمثل قطب بالنسبه للقطع الناقص 


غيداء طارق الشمري 6 2+7 ف ” 





0ح شوج 4 بوم 1ج 2و تينو - نع هحب - 4ن جد 2 عدم 
2 21 


معادلة القطع الناقص 1 2ه 
س / جد معادلة القطع النافص الذي يمر بنقطتي تقاطع المستقيم الذي معادلته 8 - 37 + 2 مع 
المحوربن الأحداثيين ومركزه نقطة الأصل 
المستقيم يتقاطع مع المحورين .. تستخرج نقاط التقاطع مع كل محور. 
(0,8) ج 8 ع ترج 8 ع بو+ (2)0 ج 0 ح عن نقطة تقاطع محور الصادات (ر0 
0-2 ور كك بن كر نقطة تقاطع محور السينات (5 
(:“قيمة بر > قيمة: .٠‏ البؤرتان 3 لمحور الصادات) 
09 :. شكل المعادلة القياسي 1 - ٍ» + - 
05:24 0-0 


(4,0) اا 20 دن كك ل كك م 


2و 2ي 
معادلة القطع الناقص ا د 
64 16 


س/ جد معادلة القطع الناقخاص الذي يمر برؤوس المثلث 256 حيث (0 ب5-)6© ,(0 25 ,(4 020 
10000 


كدر بك تسحور 
.” القيمة الأكبر تقع على محور السينات 


: 5 كنز 
:. شكل المعادلة القياسي 1 - -<2 + ج- 
- م2 


سدم استميو اوه 7 


س/ قطع ناقص مساحته 7442 88 وإذا كانت نقطة تقاطع محوريه في نقطة!الأصل وأحد رأسيه بؤرة القطع 





المكافئن (2812 - 7725 ) جد معادلته. 
نستخرج بؤرة القطع المكافىء لتمثل رؤوس القطع الناقص ا 

بالمقارنة مع المعادلة القياسية دم4 ح 2[ 

بؤرة القطع المكافىء ر0 77 كذ رك ن كك وعم كار4 .. 

9 - 02 ج 7 ح جو جح .. رأسا القطع الناقص هما (7,0(,12)7,0-) ,17 

7 5ل 7" 


- م (2) 7 - و8 .: 


7 
6) - 55 ج 4 ع ز + 22 - 88 
-55 00 5 درو 2بر مر تر 
رأسا القطع 3 لمحور السينات .. معادلة القطع النائمخص هي لي > مدي لص 5 قد 


طارم 
ا 20 اق 7 





القطعالزائد 
تعربيف:القطع الزائد_هؤ مجموعة النقظ في المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي أي منها عن نقطتين ثابتتين 
(البؤرتان) يساوي عددا ثابتا: 
البؤرتان هما (0 ,ع-)م ,(0 ن) رط الرأسان'اهما 
(2 4 -) ج1 ,(0 ,©) ا والنقطة (2)36:17 نقطة 


23 ل ]و21 رام | 


حيث 20 عدداً ثابتاً يمئل طول المحور الحقيقي 
للقطع الزائد الذي تقع عليه البؤرتين والرأسين وكل 
من "211,121 يسميان طولي نصفي القطرين البؤريين 
المرسومين من نقطة (1) والمسافة 1*2,/ هي البعد 
بين البؤرتين وتساوي 20 وطول المحور المرافق أو التخيلي هو(218)/ (وشو المحور العمودي على المحور الحقيقي 
والمار بمركز القطع). 

معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الأصل. 
من الشكل(22 - 2) وتبعاً لتعريف القطع الزائد 





الشكل (2-22) 





0 ح ةورم نرم | 

0+ ح ثم 0ط نزم جه 

20+ ح 2بو+ 2 + عن ل ةرو +2 - عر) /ز, ج 

2+ 2 + عو ل + 20+ ع 2و + 02 عن) /, 

وبتربيع الطرفين كما مر في معادلة القطع الناقص الذي مركزه الأصل والبؤرتان على محور السيئات نحصل على المعادلة: 
2 2 

3 00 >- 1 





0 < تمعدكت فإن 0< ©ء ,0 < © ,0 < م6 0 , 










6" 
وبتعويض عن >87- ح 5م - 05 في المعادلة القياسية نحصل على: لي ا 


ملاحظة: © في القطع الزائد مقام الحد الموجب دائماً يمثل (37) ومقام الحد الآخر يمثل (07) وهنا لا نعتمد على العدد الأكبر. 
© في القطع الزائد 5 ,© < © أما في القطع الناقص © ,8 < 0 


غيداء طارق الشمري 0 2+7 





معادلة القطع الزائد الذي بؤرته على محور الصادات ومركزه نقطة الأصل. 
إذا كانت البؤرتان على محور الصادات ومحور السينات 
فو العمون على 11 فن نقظة الاصل .ونين الطريقة 
السابقة نجد المعادلة القياسية للقطع الزائد وهي : 


2 2 
7 
لحي ع 
0 3 


ملاحظة: 
الاختلاف المركزي © للقطع الزائد يكون 





طربقة رسم القطع الزائد 115720611012 ©12) م612 : 
لتكن 1 كا كس معادلة قطع زائد بؤرتاه تنتميان لملحور السينات وَلزْسَم هذا المقطع : 
١‏ - نعين النقطتين (0,0-) ,(0 ,0). 
"- نعين النقطتين (8 ,0) ,(8- ,0) 
؟- نكون مستطيلاً من هذه النقط أضلاعه توازي المحورين كما في الشكل 
(24 -2) 
5 - نرسم قطري المستطيل كما في الشكل (24 - 2) فهما يمثلان 
المستقيمين المحاذيين لمنحني القطع الزائد 


الشكل (2-24) 








د 


: : )2 
2 غيداء طارق الشمري 2+ 200 ف ” 


0 





2 10 


سن عين البؤرتين والرأسين وطول كل من المحورين الحقيقي والمرافق للقطع الزائد ثم ارسمه 1 - 36 64 


ملاحظة: في القطع الزائد تتغير أماكن 87,2 وليس 2 ,8 وبما أن ٠‏ في البداية و هو عدد موجب 
ا ا و لت 





1 2 
. بالمقارنة مع المعاملة القياسية 1 ساد سح 


2 

طول المحور الحقيقي 16 - 20 ج 8 ع 04 ج 64 - 02 

الرؤوس (8,0-)1/)8,0(,12 جل 

طول المحور المرافق 12 - 25 ج 6 ح 0 ج 36 - 2 

الأقطاب (6-,0) 1/12 ,(0,6) ,11 جه 

100حصوك سح 6 9 جدر1 6 برح ركع جخوت و كفت ورحركم 

البؤرتان (10,0-)7,)10,0(,52 ججح 10 دع جه 
2 جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل.وظول محوره الحقيقي - 6 وحدات 

والأختلاف المركزي - 2 والبؤرتان على محور السينات 





ورح كرو رهن وجوه 
6 - 2 ج 6 دح ج 2 ع 2 ل الاختلاف المركزي 
7 تجوز رح وح تحب روت وز لجح تلح تزواتة ورحمه 
2 م2 
ةمقل[ لوقه 77 
الي ) جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل وطول محوره المرافق؛(4 وحدات) وبؤرتاه 
هما النقطتان (1/8- ,0) ي1 ,([71)0,1/8 
” المحور المرافق - 4 وحدات ‏ 4 - 5 ج 2 -ح ( ج 4 ع 2 .. 
(من البؤرتان) 8ك رحن 
001/8 لكا و 2م دده ل عرو حو ددن دخو دع .. 
00,2 03 البؤرتان 3 لمحور الصادات -_- 02 3 8 0 


اه (معادلة القطع الزائد) 
1:20 عحواك | ل ل ا 0 
(1/2)01-2 د رك لنت ل | 2 ل 1 2 







ل 2-2 1-1 ادك و0 إل 0ن 6ك لكك 
)6/2 


0 - ب0) ]1 


: ' 2 
ل بدك 7+ 





تماربسن | 3 - 2] 


١‏ - عين كل من البؤرتين والرأسين: ثم جد طول كل المحوربن والاختلاف المركزي للقطوع الزائدة الآتية: 
8 -ح 2#رو4 - 2(122:2 


نقسم على قيمة العدد الثابت في الطرف الأيمن 8 ج [48 ع #رو4 - 12122] 

2 2 2 2 2 2 

رانلل قوع القتائلة اشايعة ادك 1-1 2 كت بض ساد 
7 4 120 
طول المحور الحقيقي 4 - 23 ج 2 - ج ج 4 - 2خ .. 


(2,0-) و17 ,(2,0) 1/7 

طون لمكو الفرانق 3-- 213:52 2( 2:12 52 
الأقطاب (21/3- ,0) 1/2 ,(0,21/3) 111 

2ك ادك 1ك قنك 2 نز عر وك 7ن 
البؤرتين (4,0-) 12 ,(4,0) 1 


حبر | 


الاختلاف المركزي 1 2-2-2 ده 
4 - 2بو9 - 162:2 زط 
2 2 
ا للم 1 س2 جك 
9 16 
5-9 5 : 2 22 2 22 


الرأسين (3,0-)177)3,0(,1/72 ج- طول المحور الحقيقي ‏ 6 - 20 ج 3 - 0 ج 9 ح 02 .. 
القطبين (4-,14,)0,4(.112)0 جحت طول المحور المرافق ‏ 8 - 2 جه 4 حع 0 ج 16 ح 02 .٠‏ 
العم زوفك رو 0 5ك مو( 0 05 وام وحن ك جح روح 5د هركو ك6 هدرو هه وروهث ورخدكه جيكع 


0 1 <3-مج5 دم 
١‏ - أكتب معادلة القطع الزائد في الحالات الآنية ثم أرسم القطع: 

أ) البؤرتان هما النقطتان (75,0) ويتقاطع مع محور السينات عند (3+ - 2) + ومركزه نقطة الأصل. 

2 2 

:. (3,0+) تمثل رؤوس القطع الزائد 

من البو 025 107 فى ك2 01د 

حنم برو كدوك 

حر ا حم 

6 - 54 ججح 0 25 - 854 جل 

حي سم ارات 1 

لقطع 0 

الرؤوس (3,0-)17)3,0(,12 ج 3 ح ج ج 9 - 02 

الأقطاب (4- ,0) و1 ,(11,)0,4 ج 4 - م جه 16 - 02 


من السؤال (5,0-) ج"1 ,(05,0 11 









/ غيداء طارق الشمري 60 2+7 





ل كك 


ب ) طول المحور الحقيقي (12 وحدة) وطول المحور المرافق (10) وبنطبق محوراه على المحورين الأحداثيين 
ومركزه نقطة الأصل 
06 
61ج بك 5 0ك كر بك وك كت :1ك ررد 
يوجد احتمالين للمعادلة :على محور السينات 3 
2 2 2 
26 
الرؤوس (6,0-) ج12 ,(6,0) 1 
الأقطاب (5- ,0) دلا ,(0,5) رار 
البؤرتين (61,0/-)ج1/61,0(,5)! 


مس سر سر 
25 36 52 05 

(6- ,0) 15 ,(0,6) كا 

(61/- ,0) و1 ,[0,1/61) 1 


(5,0-) ج/1! ,(5,0) 111 


(1)0,5/ا 


٠/د)-60 محرا مج‎ ٠/1)6,0( 
سأر (61,0/ )يع‎ | > 61١0 





*- جد باستخدام التعريف معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة'الأصل وبؤرتيه (0 ,210/2-)(210/2,0)وبنطبق 
محوراه على المحوربين الاحداثيين والقيمة المطلقة للفرق بين بعدي أية نقطة عن بؤرتيه يساوي 4 وحدات. 
20 -ح إركرم - رإبسرم| 


4 - 2ب + 21/202 + )| - 2يو + 21/292 عنم 





ْ 


4< - 2رر + 21/22 ل عر) | -.2رو د 20/2(2 ح عر) 


بتربيع الطرفين #رر+ 20/2(2 + مم | +4+ ح شين + 210/2(2 - 6ن) 
1 2/27 + من + درج 2:0/2(2 + عر) | 8+ 16 - تير + 21/202 - عر) 


6 :4/2 + 2+ #برر+ (20/2 +عر) 6+8 - هر + و2 يه - قير 


1 


)م 2مك + ع2 /ح4 + 16 ح 2بن + 217/2(2 + عر) | 8+ 


0000007117 077 أل عه‎ ١ 
مم 6 (2/2,0-) | بتربيع الطرفين م 1/2 + 2 ح 2و + 20/2(2 + )/ ل‎ 


2 ل 2مك + 4 - (2بر+ 210/2(2 + عد) 


1 





7_7 
ا 0 ا" 7+ كر 





000000000 21:2 - :2ك + 4 - 2رو + 8 ل :ز2/سطة + 2ير 

7 ا ات 7 1ك ار ب 001 وات حو و2 حك 
2 2 

0 ل حب حب ساب د ريت 





؛ - قطع زائد طول محوره الحقيقي (6 وحدات) وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل 
وبمر بالنقطتين (25/5 ,1) ,(217/5-,1) جد معادلتي القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل والقطع الزائد 
الذي .مركزه نقطة الأصل. 
* (1,210/5) ,(21/5- ,1) 3 القطع المكافئ والنقطتان متناظرتان حول المحور السيني الموجب 
.٠‏ شكل المعادلة للقطع المكافئْ هو 47172 -ح 12 


(1,20/5) 3 للقطع .. تحقق المعادلة القياسية (45)1 - 217/5(2) 
بؤرة القطع المكافئ (5,0)م ج 5 ع م ج م4 - 20 
0 
معادلة القطع المكافئ 0 ح 12 


'' بؤرتي القطع الزائد هي بؤرة القطع المكافئن .. بؤرتا القطع الزائد هما (5,0) 1 ,(5,0-) ”1 
1 2 5 ةا 
ماحد 5 رد 
كت 
20-6 25735 رز كن انان كك 25 
2 2 
لك ار الس اك ال 1 ل 


1 
ه - قطع زائد مركزه نقطة الأصل ومعادلته 90 -ح 2بروع/ - 722 وطول محوره الحقيقي (617/2 وحدة) وبؤرتاه 


تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته 576 - 16175 + 925 ,جدبقيمة كل من (7,7) التي 
تنتمي إلى مجموعة الأعداد الحقيقية. 


نجد بؤرتي القطع الزائد من معادلة القطع الناقص: 6 + [576 ح 2ر16 + 2يرو] . 
10 م2 1 م2 
1212-1 526 1 56 

10 11 --- 

بالمقارنة مع المعادلة القياسية م 


تحت فيكت وود 
7 كام اك زر كاكم رك وااصاردع كادم حاكن طاتارن كدر 
“.بؤرتي القطع الناقص والقطع الزائد هما (752)21/7,0, (21/7,0-)17 
8 - 2ن جه 31/2 - 0 جه 61/2 - 20 ٠:‏ 
ا 0 2 0 1 ك1 ) 
1 م2 


الك 1 2د 
3 1533# دعصي الماع زتهي 0 18 


: ! -- 


7 3 
20000 + 


2 ل 0 


ا ل 


2 7 
1 بج - بج ب 90 + [90 - روز - 2عرم .. 


200 





ع 1 
5 - ه 5 -<: د 90 - 181 دج 18 - ب .. 
9 - + ج كك - نز ج 90 - 108 ج 10 - - .. 
5 - أكتب معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل إذا علمت ان أحد رأسيه يبعد عن البؤرتين 
بالعددين 1,,9.وحدات على الترتيب وبنطبق محوراه على المحورين الأحداثيين. 


0 1-0 + و 
5 -ح 6ع جد ودع ى 10 -دع2 ٠.‏ 
6 ع أن خاان اوضر احا حار 
2 + 16 - 25 جه 2ق + 2ن ح دع 

55-25-1659 


لخمالر الأول : البؤرتان 3 لمحور السينات 


. 171 

0 0 7 0 5 100,5 / 
07 02 2 10 -4( 

ا 
ااه بتا حل ح اد 

(0/1:)3,0 ا (3,0-)12/ الل 
597 ا ا ل الات 
١ 1/2)0,4(‏ اا 
1ح سد اد د 
/ 2 2 
ا ,0)د5 0 2 0 1 0 

16 289 





-٠‏ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائد الذي معائلته:!12 - 312 - 22 والنسبة بين طولي 


5 
محورية -- ومركزه نه نقطة الأصل 
”' بؤرتي القطع الناقص هما بؤرتا القطع الزائد “. نجد بؤر الزائد من معادلته ‏ 12 +[12 - 3172 - 
2 2 


2 24 2 
« أ الى هه 35 3 5 لكات 0 4 تح 34 4 ل 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية 1 - 27 - جح كح 1 - د - 2د جح 1 - 


,نما 


12 
2 


1 د 5 


|| 
رجن 


ل 6 بيو دااع 3 2 وريد *جى ‏ ح-كم يح ؟4 - م ,12 


5 طول المحور الأكبر 5 
٠.‏ النسبة بين طولي محوريه - < حم علطتت ح 2 وذلك لأن (المحور الكبير>المحور الصغير) في القطع الناقص. 
3 طون لك (رعدد فى 
2 5 2 0 
يوسي و - مير يي شرن 
2582-8 25 
سكت د 16 جه *( - كلع - 16 د *( - كم د ثم . 
168 


و --2 ب تيك - 2( بك 9+ 16 - 1602 جه للك - 16 


ا ل 





) 17 


25 
نعوض في (1) ينتج . 25 - 2 اج (9) 22 ا 


2 2 
11710000 1 1غ 


سدع 
5-59 - 22 
معادلة القطع الناقص يي 
/ - النقطة (1 ,06 تنتمي إلى القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل ومعادلته 12 - 334 - 2 جد كلاً من : 


أ) قيمة ,1 ب ) طول نصف القطر البؤري للقطع المرسوم في الجهة اليمنى من النقطة 7 
أ ا 0 
1 م2 
ش ْ ا حي ا 
ا سك ا ا 1 لل لك 
2 2 2 
7 - 11د ق - تاد 2- 1215-3-15 -3-5د د 2ك 


ب ) طول نصف القطر البؤري المرسوم في الجهة اليمنى يعني ايجاد المسافه بين نقطة ( 21/2 + ,7)6 
تقع على القطع والبؤرة اليمنى 


نح 


ا 
4 12 
50 00 0 
5056 بالمقارنة مع المعادلة القياسية 1 - _- 7 
>0 , 20/3):/ إ(0 , 2/3-ار/ك. > 4 2 زور 2 كحك 
0 5 لإيجاد البؤرة 00 
كام 
(4,0),ع (4,0-)رع (4,0-) جر" ,(4,0) 1" 
- 


0 0 2 - 2/2ج) + 2( - 6)| 00 
(210/2-,6)م 


2 ) + 2(2)/ - إكرم 


وكحدة وك 3 -ح 1/12 - لام 
- جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص 1 - -2 + -* ويمس دليل القطع المكافئ 





0 - 128 + شر 
' 8 77 
نجد بؤرتي القطع الناقص ا 
2 2 
1 2م 1 2م 
2-5703 2ع - 25-0 22م -- 02-72 2 0 
نجد دليل القطع المكافئ من معادلة 00000 


بالمقارنة مع المعادلة القياسية ررط4- - 2ع ج و12- - 2 
معادلة الدليل ‏ 3 ح برج 3 -ح مج 12 -ح ص4 .. 
بؤرتا القطع الزائد على محور الصادات ودليل القطع المكافئ أيضاً على محور الصادات 

.. 3 ح مر تمثل رأس القطع الزائد 


7شش) ف "” 


20 ل 





6 الس ال و و لوحو سحن بوجوو 


7 - 4*4( ج 16-9 - >4( ج 5( + 9 - 16 ج 5( + 2ن د قح 
2 2 
"البؤورتين والرأسين 3 لمحور الصادات.. شكل المعادلة القياسي للقطع الزائد و 
يوسي يبي 
7 5 





س/ جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص 120 -ح 59:5 + 35 والنسبة بين طول 
© ©ي ٠‏ 9 بو 1 
محوره الحقيقي والبعد بين بؤرتيه - ر 
نستخرج من المعادلة القطع الناقص البؤرتين 


0 +[120 ح 2رو5 + 31:2 
0 1 ته 0 3 : 
عت - 6" 2م 0 2-2086 


(4,0-) "1 ,(4,0) ررم دو دح ج 16 - ثم جه 24 - 40 - ثم جه 2م 
النسبة بين طول المحور الحقيقي والبعد بين البؤرتين َِ 
4 - توج 2 دن د 4 - و2 د 2 - 2 ج 4 دع :. ا 
واسحوت را وجح ابح 6 وحوك ر روك رأ جاع اسرحر 6 الصحوكر را رجام مبحتكه 
عر ووو كورود ووو رسعو 0ك ور اك ا لقا 1 الى 
2 2 
ا 


#ير4 - 5:2 قطعاً زائداً إحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ 0 - 5:2 - 47 جد قيمة 5 





س / ليكن 77 - 
نستخرج بؤرة القطع المكافئ من المعادلة ( - 51 ك5 41 
بر - 2ير ج 5 + [بره - 2ير5 
1 1 1 
رة القطع المكافيه (0,2) مج - مج - مو 
1 2 1 
2ن 
25 5 
امنا ا 1 0 22-1 ُ 
1 
1 1 1 1 
ددا 5 00-2 ك1 دن داكن 
١‏ 0 6 01 1 0 1 
ساح جح ح م جح 20 -2257 ج لح ح ب جد 6 
25 20 25 


د 


: : )2 
١‏ غيداء طارق الشمري 2+ 217) ف ” 


“ل حزيويا 





2 2 
س/ جد معادلة القطع الزائد الذي يمر ببؤرتي القطع الناقص 1 - 2 + > ونسبة البعد بين بؤرتيه وطول محوره 


المرافق - - 
1 
ايت شالك 24 ' 49 
557 بد 20 
بالمفارنة مع المعادلة القياسية 1 - 0 
5 كان ناوا كشاكن رك لد 0 اللرك كد خم جك رن ل خرن تاشن تادر كان ارده كرتن 
بؤرتي القطع الناقص هما (5,0-) و17 ,(5,0) 17 


“'القطع الزائد يمر ببؤرتي القطع الناقص.. بؤرتي القطع الناقص تمثل رأسي القطع الزائد 





قطع زائد لت كيم 
5ع 
4 م2 
جع4 جه 2 1ك 
25 - 0 
+ عه د ث ج 2564 - ثم جد زع دع 
2-5( -2م 22 ج 2( + 25 - 02 2 
د د 
92-0 ا 25 2 
الف ا 
9 - 0 
. 1 1 
"“البؤرتين 3 لمحور السينات .. شكل المعادلة 1 ا 0 
م م2 
معادلة القطع الزائد أ بو 
9 


س/ جد معادلة القطع الزائد الذي يمر بالنقطة (0/3,0) وبقطع القطع المكافئ:الذق معادلته 0 - :40/31 - 1,2 
في النقطة التي احداثيها السينيى -2 


” (1/3,0) 3 للقطع الزائد .. تمثل احد رأسي القطع 
3 - 2ج جح 17/3 ح ع ..: 
٠‏ القطع الزائد يقطع القطع المكافىء في النقطة التي احداثيها السيني - 2 > 0 -ح 40/37 - 2(2) 





نعوض قيمة ا في معادلة القطع المكافئ 3 + :3ك ح- 4 
1 
”ا 
: انلة حي (05 4/2 لالز د تتطق المعائلة .لات كوى © 
5 حي 5 0 2م 420 
1 7 1 
ل ل اتات 0 1 1 نا 
2_2 ! اناد 2م 3 7 2-2 3 
لكا ا لي ا ال ل ال ا ا ل 0ك 
3 1 30 3 





. : ج02 ٍ 
4 غيداء طارق الشمري © 2000 ف " 


س/ جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل وبؤرته على (3505-) إذا كان البعد بين بؤرته ودليله 
يساوي طول المحور الحقيقي للقطع الزائد 4 - 472 - 22 


من معادلة القطع الزائد نستخرج طول المحور الحقيقي ‏ 4 + [4 ح 2ر4 - 2 

7 ,2 00 2 2ي 2رو 2ي 
طول المحور الحقيقي 4 - 20 ج 2 ح- 0 ج 4 - 0 . بالمقارنة مع الاك يي ال 8 
“. المسافة بين بؤرة ودليل القطع المكافئ -4 2 - م ج 4ك - م ج 20 ح زم 
الحالة الأولى : شكل المعادلة القياسي ( بالاتجاه الموجب لمحور السينات ) دم4 ح شرو 
يكت ور 
الحالة الثانية: شكل المعادلة القياسي ( بالاتجاه السالب لمحور السينات ) برط4- ح 2بر 
8- ح >2بر ج «(4)2- ح- بر 


١ ' 0‏ وكدإ . ا .120 
س/ عين النقاط على القطع الزائد1 - -- - -- والتي تبعد عن البؤرة في الفرع الأيمن للقطع بمقدار 2 


2 2 2 
المعادلة القياسية ‏ 1 --22-2 جه 1 22ب 


7 كن 100 3 
2 دع جه 4 - 2م جه 1 3 - 2م جح 2نم ل 2ن - 2م جه 1 - 2ن ا 0م 
نورفي القطع الزائد هما (2,0-) ول ,(2,0) 1 


نفرض النقطة (2),137 3 للقطع 


بما أن بعد النقطة (17 ,)2 عن البؤرة(7)2,0 - 2 


05 
بتربيع الطرفين رو و 6 
(1) لح روج 4 ل و4 - قير جح 2 - 2رر + 2(2 - مر) 
من معادلة القطع الزائد ا 
2( ا ا 
عوك 2 تايل 2-1-3 +4 ج+يره ‏ 2مر] 


60 - 9-1 +ع422-12 جج 1 - 3 - 2ع + 12 +121 --312 
4 + [0 ح 8 + 12 - 412 
0 - (1-)(2 -2«) ج ( - 2 +3 12 


نعوض في 2 - 20 كدان 
(2-.0) .(04) 22 - برد - قوم 4-1 
نعوض في 2 1 -+ + 1-0-ه#او 


8 تهمل 5- د برد 1 -2 د 2ر 
٠‏ النقاط هماه [(2--,2) ,(2,2)) 


: ! --_ 


: : 25 
0 غيداء طارق الشمري 2+ 2000 ف ” 


ل ل 





ير 


1ك اله عدوم 92 « ٠)ء‏ : 0 ع 5 
س/ أثبت ان النقطة 3, 5-)0 3 للقطع الزائد 1 - -- - د ثم عين طولي نصفي القطرين البؤربين 


16 
للقطع المرسومين من 0) 
ملاحظة : لإثبات النقطة 3 للقطع نعوضها في المعادلة فإذا الطرف الأيسر - الطرف الأيمن 








فأن النقطة 3 للقطع 
ع (5,2-) © في معادلة القطع 252-22-1 
4 9 16 
861 92 
ا اك ل كه 2 الطرف الا 
9 16 9 16 9ه 16 0 
. 144 225-01 81 25 
ا لد لاح كح أ راد 
9 
النقطلة أ كن 3 ال١اء‏ 
لنقطة |[ ,5 ) © 3 للقطع لزائد 
2-2-2 0 0 1 اعد 
لإيجاد طولي نصفي القطرين البؤربين نحتاج استخراج بؤرة القطع الزائد من المعادلة ا 0 
2 7 
الس اسل اليه - 2-2-2 
السمياة 1 0 


0 ك1 2 
0 1 0 0د 0 كك 0 


بؤرتي القطع الزائد هما (5,0-) و , (5,0) 7 
طول نصف القطر البؤري: هي المسافة بين البؤرة والنقطة. ونستخرجها باستخدام قانون المسافة 
طول نصف القطر البؤري الأول بين (5,0) ,7 والنقطة (5,2-) 0 


طول نصف القطر البؤري الثاني بين (5,0-) ب/ والنقطة (5,2-) © 


سك يم زم مسعيم) د وم لمم 


ملاحظة جدا مهمة : اذا ذكر في السؤال قطع زائد وقطع ناقص احدهما يمر ببؤرة الاخر اذن رأس الزائد هي 


١‏ ا 2 1121 رك 





س/ التمارين العامة : ( واجب ) 
قطع ناقص مركزه نقطة الأصل وقطع زائد نقطة تقاطع محوريه نقطة الأصل كلا منهما يمر ببؤرة الاخر فاذا كانت 


5 - 251:2 + 922 معادلة قطع ناقص . جد معادلة القطع الزائد 





ا ا و كت 


تغنيك عن المدرس الخصوصي لما فيها من شرح 
وافي وملاحظات وافرة مع حلول جميع الأامثلة 
والتمارين واسئلة التمارين العامة مع حلول 
الأسئلة الوزارية والاثرائية لكل موضوع 


ا الل ا انارو 





ل 7 ا 2 
2 1 ا 0 

اك 20 

الجذور التربيعية للعدد المركب 


حل المعادلة التربيعية في ) 
ا 0 
الصيغة القطبية للعدد المركب 
مسبرهنة ديموآفر 





: : 0 
غيداء طارق الشمري © 2+7) 








إى 0 
اسح الثالث ف التفاضصل ز 
رموز ا لمشتقة هي - , م)/ , تا 
القاعدة الأ 
ا 0 


اي ان مشتقة الثابت -< صفر 0 - )م ج 
62 

0 - 0)/ ج 5 - (8)ر (1 

0 - (0)/ ج 1/3 - (2),/ (2 


- 60/ ج - - 0ع رد 


القاعدة الثانية لتكن ]1 ع 11. "7ع ح (6) / 
1-1 1 ح ()م جه 
62 


“بده - ()/ + “د - 0 / )1 
د - 0ن جه قد - )م )2 





7 ٍ ع ل لدان 
بتغيير صورة الجذر إلى دالة أسية 1 6 1 - )تر جح بل - (2) ر (3 
0 1 . 
١ 1 , 1‏ 


القاعدة الثالثة 
اذا كانت (0)2 دالة قابلة للاشتقاق و 1 © © بحيث ان : (0)و» ح (2) ر 


(0) (2 - )م ج 
6 
0 - (4)2 - (2) زر 9 69 0 


6- 
3224-خ__ 2 2-2-2 احاح 2 
در 1 6 - )ثم ج 5 2- - (م) ١‏ 
القاعدة الرابعة | اذا كانت ()0 ,(*)22/ دوال قابلة للاشتقاق بحيث ان : () 9 7 ()! - (2) / 
(3)0 + 300 - (م)م ب 


6 


8 + 2ر5 + 322 ع (ع2) /ر 
5 +62 - (2)/ جه 





1 غيداء طارق الشمري 2 7+)) ف »م 


اذا كانت ()9 , ()2/ دوال قابلة للاشتقاق بحيث ان 0(.900/ - ()/ 
: - (3(.110) 9 + ()2(.9) 7 - () / ج 


مشتقة حاصل ضرب الدالتين > الدالة الأولى ا مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية ا مشتقة الدالة الأولى 
اع 
(5 + 5()27, - ع2 - 3) ع (2) / 
(52:4 - 2-) (5 + 7:ز2) + (5()142:6, - :2 - 3) ع (2ن) ر 


القاعدة السادسة م ا 0000 . / 
اذا كانت (0) 9 ,()1/ دوال قابلة للاشتقاق بحيث ان نشل - 00م 


(0082 
(90010-10.93 - )م 5 
)0و) 
25508 1 .. ... .2 المقامما مشتقة البسبط-البسطك١ا‏ مشتقة المقام 
6 
 )22+5()22+3(-)22 +3+1()2(‏ . 3+1 +2 
22-72 - (2) / 6 22-5 - (2) / 
القاعدة السائعة اذا كانت 972 دالة قابلة للاشتقاق!بحيث ان *90)2([7] | (2) / 
ظ : (مشتقة داخل قوس) (9)2. * 7]9)2([5 - (2)/ ج 
6 
1-2587 
اد مكهت الم (3(3)20 + 2) 4 - (0)/ جد 
3 ل 2ع)عر8 - 
2 + 24ر3 ل 13/ة - (2) ] -2 
نحول صورة الجذر الى ( 27-22 ) 2 + 2و3 + قبن - )م 
١‏ دليل الجدذر 
05 فى 0ه 1 < 
توزيع : على المشتقة (6 + 3225) 2 (2 + 2ر3 + 3مر) د < 00م 
لكي نحول القوة السالبة إلى موجبة نضع المقدار في المقا كل ل م 6 

نحول القوة السالبة إلى موجبة نضع المقدار في المقام + كم جم + 0 ا 

2 00 3م21‎ 72-2 , 6 00 ١ 


جد (0) ر للدوال الآتية ٠‏ ١ت‏ - (2) ر 


- 3 9 
(1010-000جمس ليقن 4 - وم 





2-1 1+1 
#رح1عدر ل 5 
لعي ] () + - 
4 00 4 











تي د 1 











غيداء طارق الشمري © 20000 ف ”م 


شي - تر 





يمكن حل هذا السؤال بطريقتين : الأولى حسب قاعدة مشتقة حاصل قسمة دالتين والثانية بتغيير صورة 








الجذر إلى قوة كسرية (-) ومن ثم رفعها إلى البسط وذلك لان البسط عدد ثابت و كما يلي 
1 
ا +22 - )مج بلح زور 
22+12 
5 3 
رقاره إراال وسع ل ك يمار 
بوسلسمة 2 
12-2 د يد 
22+53 لد 500 


مشتقات الدوال الدائرية 


- ( زى) > (1 





ح- (ز 205©) -ِ (2 
0 بز كععو ح (01117غ) 0 )3 

- بو فعوع- -ح (تزغمع) 9 )4 

0 566717 ح (37 ©©56) _ (5 
0 7[ 01 عهتون 5 ) - ح (31 25 ) - )6 


(1 + عج4 + 4يعح2)7زه ع (م<)/ر (1 
(10 2 عه عد 2عر7) ون ( عد :ره14) ج (لد + ي:ج14) (1 + برد + 2ير7)وم» - (2) زر 


مشتقة الزاوية مشتقة الدالة 


عد" 05»© - (22)/ (2 ظ 





5 ويا يديوهت م ىد 
جره 6 3 مزد - ع (2)/ جح وير ومح ح (12) 
3302 8 / : 
د5 3أععو ح :ز (3 
نشَنة حسب القاعدة السابعة 3 560 ) - بر 





مشتقة القوةا مشتقة الدالة الدائرية»امشتقة الزاوية (5) (©5 مخ عد5ء56) “52(4ع3)56 ح زر 
إذا كانت الدوال الدائرية متشابهة وزواياها متساوية 0070000000 577700027 
:. عند الضرب تجمع الأسس. دك مخ ع5 3ع1556 ح ير5 5خ 52 عه6وعر 56225 15 - 








ضار 
2 ان" 7) ف ” 


3 5111313605 ح 7[ (4 
ممعوما 
ل ا ا ا 2 616 511 ع 7[ .. 


1 كو 1 اا 
فيمكن تعويض 676 5111 2 - 326 605 326 5111 005 3 ع 1 جب 2 62 0 حولان: 


قوانين وقواعد مهمة 





1 ح روح +2 “1ه (1 
ع5 - 1 +2 “13114 (2 





م« عو ح 1 + عر أ (3 


1( 5111 232 - 2 511123605 1 
2( 205 22 - ©0545 2- 1 
3( 205 22 - 2 ©»0552- 1 





4( 205 22- 1- 2 1 








2 
2 ح ير 12روخ ر5 
2 1-12114 
بشرط المقام 05 
1-605 _ 2 ع 
قوانين نصف الزاوية 7ح لسن 
11+05 
ع ت 3 600 )2 
5 أ 2. ' 
مثال جد _- إذا كان د ثمزو - 2 2054 ح بو 
تحليل فرق بين مربعين ( كطلو - عد “5مع) (6 كصذه + :د *ومع) > رر 
م ل الي 2-52 


قانون ضعف الزاوية لل 05ح حسب القاعدة الذهبية الأولى 


2 205 - ترج (22 5مع1()0) ح بر 


5 0 
2 ذهو 2- - (511121)2- ل 
0112 


3 


فال أثبت ان 01 0535© 4 ح [عرم 3 


. 1 
- ]511012-- - 0 
01 3 


- . | 06 سسا 
| »ده تمزوحٌ - ممه مز | ك : الطرف الايسر 


[(2()0ه 5مع) عه >3510] : - (0) 032 005 - 


0105 12 -- 0 5111 012 005 


سحب 0 205 0 عامل مشترك [عده كطذد - 1 ] :3ه 205 0 - 
حسب القاعدة الذهبية الاولى [3ه 054ن] :03 205 0 - 


الطرف الايمن - 2055 © 
الظر ف انين 2 الطرف الرسسر 


. : 00 
غيداء طارق الشمري 2 2227 


ل ل" ق 





الأشتقاة ق الضمني 
حين تكون 8 دالة معطاة في << أي ان (*) 7 > 7[ فيقال ان الدالة صريحة ويسمى << بالمتغير المستقل بينما ٠‏ 
بالمتغير التابع» أما إذا كانت الدالة المعطاة تكون المتغيرات فيها ممزوجة حيث ان 7,1[ في نفس الطرف ففي هذه 
الحالة يكون الاشتقاق ضمنياً بالنسبة إلى ©« أمثلة على ذلك : 


م 0 
إذا كان بد - بر7 ح بو - 2ير جد 5 


"0 


2 3 5 010 
5 جح رز , شال ج بره , شا جر 
نشتق 72 بالنسبة إلى نفسها حسب القواعد السبعة ونشتة نشتق ١‏ بائسية إلى > حسب اوعد وبإضافا. يرق 
بلك يني سوه 
1 7 2 7 . 
نجمع القيم التي تحدوه 0 2 في الطرف الأيسر وياقي القيم في الطرف الأيمن. 
ا 1 








01 01 
5208 01 
22 -1- -ح (7- 217 د 
و17 - 017 
0 كحت جح بتكم 
نقسم على مل - > وهو( حورود ص مدروك ييه 1 
12 _ 017 21 02 
جاع تر 00 مارلع عر مت 6ك 


تطبيقات التفاضل 
لقد سبق ان تعلمت في الصف الخامس العلمي متى تكون الدالة قابلة للاشتقفاق وتعرفت على قواعد إيجاد مشتقات 
الدوال الجبرية والدائرية والتفسير الهندسي والفيزيائي للمشتقة وفي هذا الفصل سنتناول بعض المفاهيم الأخرى وبعض 
استعمالات وتطبيقات حساب التفاضل. 
المشتقات ذات الرتب العليا (65 6011/3110 ,006 - رع طهزلا) 
إذا كانت ب ح :/ز دالة تتوافر فيها شروط الاشتقاق فإن مشتقتها الأولى (ع/اأأدء 1ع( غ5 ا) هي: 
(030)/ ح - 2 در وتمثل دالة جديدة 
والدالة الجديدة . توافرت فيها شروط الاشتقاق أيضاً فإن مشتقها دالة جديدة تمثل المشتقة الثانية ( 5660100 
2 
8أ17231أ00) وبرمز لها بالرمز (#2) "2 - 2 "3 وهذه الأخيرة أيضاً دالة جديدة في المتغير 3 . 
واذا توافرت فيها ل الاشتقاق فإن مشتقتها تسمى المشتقة الثالثة (ع/أ0/ا مع( 110 1) وبرمز لها 


م ل 2 ح ”بر وعلى هذا المنوال يمكن ايجاد مشتقات متتالية وبدء١‏ من المشتقة الثانية يطلق على 


9 ١ جد‎ 


5 عي‎ 0 1 ٠ 
” غيداء طارق الشمري 6 2227 ف‎ 2020001 


0 





هذه المشتقات بالمشتقات العليا وتكتب المشتقة من الرتبة 7 كما أي (م) 00م - للك - 9بر حيث 8 عدد 


(0) لتك د تكلم “ل ,مت ]و ,م0 “/ 


ا 0 
بل تركة ركه 42 بره 
د وده ون # دين * لبور "عدرل 
00 1 ْ 00 07 0 0 برك ) 04 031 
ومن تعريف المُتكات العليا يتضح لنا أن 2 ل 2 وإن 2 


وكمثال للمشتتقات المتتالية نأخذ الدالة الآتية (4)م - 5 حيث 5 تمثل إزاحة جسم د عند أي زمن )» فالمشتقة 
الأولى (6) "دي تمثل السرغة اللحظية لذلك الجسم والمشتقة الثانية (8) م - 7-2 تمثل معدل تغير السرعة 
أي التعجيل (36100/©اع866) للجسم المتحرك: 

أما المشتقة القالقّة للازاحاز #إفييية الزمبو< | )م ل ك2 > فتمثل المعدل اللحظي لتغير التعجيل. 

ومن الأمثلة الفيزيائية الأخرى»! حساب «درجة الأمان في نظام فرامل سيارة ما تتوقف على أقصى تباطؤ 
(0626/6704100) يمكن ان تحدثه الفرامل (وهو تعجيل سالب). 

وعند انطلاق صاروخ للفضاء فإن رائد الفضاء الذئ في المركبة داخل الصاروخ يتعرض لتأثيرات صحية وهذه 
التأفيرات ,تعمد على _التعجيل الذى يتعرض له هذا الرائد. 


وتستعمل المشتقة الثالثة لدراسة ما يتعدرض له راكب قطارات الأنفاق. 


: ث0 
مثال إذا كانت 0523© ل جد 0 
نشتق 7[ اربع مرات 0--ه- حج (2) 212 زه - - 2 
2 
6 205 4- ج ((22)2 2)005- - 2-7 
! : 03 
16 8 جل ( (5112:)2 ( 4 - 00 
4 
2 205 16 ج ((8)00522)2 - 2-7 
إذا علمت بآن 1 - “+ “بر فبرهن على ان 0 302.0 7 
تشتقالعلاقة 1 --224 ليع #ووصكضياً ثلاث هرات وذلك لأن أعلى مشتقة للدالة هي الثالثة. 
1 - م22 53 1 ٍ. 


الا - 7 


ا 7 
1 0 





غيداء طارق الشمري © 17)) ف »م 


الل ل م ا اي ين 


0 0 
و 0 0 م كن الوك 


01 012 0 
دشسل خخ ٠‏ 








ملاحظة : 'ل> معناها المشتقة الثانية 325 
701 اا0 41 427 ث4 
مح بستكا 0 سن ار شتت 
8 فحنا الأولى) 0112 ررد 0 * 022 ' قرم 0 
2 3 
50000 0 -322.2 + جدر 
تماربن ]|1 - 3] 
2 : 
-١‏ جد 3 لكل مماءيأتي 2 > ع« , 2 - 1/2 ح 7 (3 
1 
نغير صورة الجذر إلى قوة كسرية ومن ثم نشتق حسب القاعدة السابعة. دري 2) دار 
ََ 1 5 1 417 
مك سمدم حدح- ل)2 | ل 
(-2)2 (0720-1 22 0ه 
1 0 رخن 
لججج7جلا د وك روماه رو ل لات ل 
00 
2 
2 غخي 16, 0 ح 7 (0 
72 (1)(-2)-(1-(+2) _ 017 
حسب قاعدة قسمة دالتين ل 0 
معسيت 1ك 2-6-22- 417 
ا ل 02 ان داك لات ررك 21712) 2ل )2< 2ل 
٠ 3 0‏ يد 2 012 
ا ا ا 21 الس ل (3 + 4)2- 0 0# 
5 021 
[3)010 ما اا م 
سكا 





13+) 012 
0 - خط 1-0 


2 + [0 -0+- 12 - (2) ترج ع2 


وس ان 


ا ا ا ل ل 0 











ل 7 ا ا 0 0 0 
01 
ح -2(32 - من) 
01 
د د به 
22نم 01 


0 كما تقصه _ سارو -ادسه _ موصت سه _ رمه 


: : 0 : 
غيذاءاظارة لسر 2 27 ف "م 





- جد (1)'"/ لكل مما يأتي 3 > ع9 22 - 6/ح4 ح (2*) /(ه 


2602 - 4)6 ح (2) / 

:ا ااا ااا 

شرك ب حا كار هن 

ع صن صصح حت روت وده - 66 - 06 "0م 
2 /// 

3 12 12 3 55 1 3 / 
سرحو ووه “كلتك 2 11 عر 

8 32 )4ل 0 , ع( 
5111 - (2) / (0 


1 605 1 2ح (2)1 :2051 ح  )20(‏ / 


10 ذه 72+ - ((00) 2 اناى- )ع -ح (2) "1 

0 005 723 - ( 11:00 5 - 8 20 للدم 2 

للس لي لموكررريك تجعك م ووه تجعروكه رن 
2 ع« ع1 7 ح )مر 0 


بما ان البسط عدد ثابت.. نرفع المقام إلى البسط مع تغيير إشارة القوة ويمكن حل السؤال حسب قاعدة قسمة دالتين. 
2ك رار 
ارك 1 5 كك 0 روك م وك ور 
6ك 1ت ريت وك رو در 
04 18)2 - (1-)4 (- 0 10ر0 
7 لي - 00 "م 


18 0 
1 2ن - (1) 1 








2 
“ - إذا كانت 2032 ح 37 فبرهن ان (12 + 1)و2 - 20 حيث ان 7 ع 72 اه 


نشتق العلاقة 35 > /ز مرتان حتى نصل إلى الدالة التفاضلية (2ب + 1),و2 - 437 


02 
1 موا ع رز 
01 
7 ع 
مشتقة القوة في مشتقة الدالة الدائرية في مشتقة الزاوية (21322()01ع56) 2زعع56 2 - 2 


2 01 
1 31 ع1 5624 2 - 
العلاقة الذهبية  )2(‏ 1 +052 ح عر عم .٠0‏ 


, 437 


(1 + 2 204قغ) 2 .ع 


, , 0 ضر / / 
ف ل ان" 7+ ف ” 





(ولم سعحو ( ويك 12910 023 212 

من السؤال ‏ 121 ح 17 ١0‏ 

0 2 427 
نعوض في (1) اع ا 


؛ - إذا كانت 25123 ح 7 فبرهن أن 0 -2 وم 4 + بور - (4ارر 


نشتق العلاقة #5112 - 7[ اريع مرات حتى نصل إلى الدالة التفاضلية 


0 ٠ ٠ 

+ :1 05 د > (1) 513 + 16 005 عر ح جو 

0 . 

+05 + (2)1 5 + (5123 -)2 ب وين 

الحد الاول (مشتقة حاصل ضرب دالتين) 6 205 2 + 1و عد جح مومع + :1 و0 + 11و ع ب 
5 : 03 
(#«طذه -)2 + (1-) 2 زو +13 ومح 00 

و ا 3 ررد د 2 ره 2 2057 ك2 
3 - (1-)م ووه + د :وزع )ير 0 

3605 - (1-)2 05ح + (2 5111-)2- جع ل 

0 


(1)..... 36 و0 به حامر 26-5111 2ع ير ووع 1-3 ومع دعر رزو مرك 
نعوض في ([1) 2 ح 7 
مدوم 4 - يز ع لكارر .. 
0 ع عزوم 4 + بر (كابر 


2-605 











0 : :3 5111 4 )0 
دكات 2 2-05 - 17 فبرهن ان )2 3 011 
2-05 

مشتقة حاصل قسمة دالتين 0 - 37 

017 __ )2+05 <( |] -)- 512 7([-)2-05 <( )- 512 2( 

0 )2 +205 14 

6551 لى-2 511 2+2 51826055 + 32 512 2 _ 017 

0 )2 +205 24 

01 4 5111 3 


2 2+605) 2 2ك 


المعدلات المرتبطة 83165 3160ا76 


2 مومى | ه4ه 


إذا وجد أكثر من متغير بحيث تتوقف قيمة كل من هذه المتغيرات على متغير واحد يسمى (بارامتر) ومثاله الزمن 
فتتغير كل المتغيرات تبعاً لتغيره وحيث ان العلاقة هى ارتباط فإننا نسمى المعدلات الزمنية هذه بالمعدلات الزمنية 
المرتبطة وأحياناً بالمعدلات المرتبطة أو المعدلات الزمنية فقط فمثلاً إذا كان. 

 - 0), ح‎ /])8( 






ه١9‏ غيداء طارق الشمري كات 7) ف ” 


فالمتغيران 1,17 متغيرين تابعين كل منهما مرتبط بالمتغير المستقل 1 فمن الممكن ريط المتغيرين ببعضهماء ويمكن 
5 01 01 
ان نجد معدل تغيير كل منهما وكما يأتي (6) "60 - 0 (4)' > 2 والناتجان يمثلان المعدلين الزمنيين 


لتغيير كل من *:,/[.وقد يتوافر الربط بين المتغيرين في مسألة ما بمعادلة وفي هذه الحالة نشتق الطرفين بالنسبة 
للزمن غ فعلى سبيل المثال من المعادلة 0 - 6 + بر4 - 175 + 27 يمكن إيجاد المعدل الزمني لتغيير كل من 

01 0 

7 وكما يلي: (0) 2 - (د6 + بره - بز + )د 

011 01 0) 01 

صووسن سس له سم للدم دم -- 

0 00 0 

011 


ٌ 01 
فيكون المعدل الزمني لتغيير 97 يساوي 00 والمعدل الزنمني لتغير ‏ يساوي 3 


لحل أي سؤال يتعلق بالمعادلات المرتبطة حاول إتباع ما يلي إن أمكن 





-١‏ ارسم مخططأ للمسألة (أ احتجك إلى ذلك) وحدد المتغيرات والثوابت وضع لها الرموز وحدد العلاقة الرئيسية 
في حل السؤال. 

-١‏ حاول ايجاد علاقة أخرى بين المتغيرات لكي تفلل من ,علد المتغتالت. 

”- نشتق الطرفين بالنسبة للمتغير (الزمن) غ. 


4 - عوض معطيات السؤال من المتغيرات بعد الاشتقاق؛ 
قوانين الأشكال الهندسية الغير مجسمة [ ثنائية الأبعاد] 
رك ح م[ 


موطاحة المر4, - لول الضلع ا نفسه 


اح 14 


محيط المستطيل- "<< (الطول+ العرض) 


نوع يراه كر 


مساحة المستطيل - الطول »ا العرض 


بر ع ل 





طارة 
ا ل ١ن"‏ 7 


محيط المثلث - مجموع أطوال أضلاعه الثلاث 


7 + 17 +2 ع رم 


سداس الفا 2ت : القاعدة << الارتفاع 


محيظ الدائر #.ح القلو مذ القسية اللقابعة 


كر 


مساحة الدائرة <- (نصف القطر)'* النسبة الثابتة 


1 2م ح إر 


محيط شبه المنحرف > مجموع أطوال أضلعه الأربعة 


2+1 + 818 + يز حدم 


مساحة شبه المنحرف- نصف مجموع ضلعيه المتوازيين * الارتفاع المحصور بينهما 


1 "الجائبية - محيظ القاعدة» الارتفاع 
4# ح ل .]1 
الفساسة الكلرة 2 الببرانعة المافضىة جد مبناسة لاع 
#ير6 - 2ر2 + 4122 - 4ن .1 
الحجمح مساحة القاعدة * الارتفاع 


23 عر عر - 7آ 





طارة 
ل ن)"* 27 


متوازي السطوح المستطيلة ( قاعدته مربعة ) المساحة الجانبية - محيط القاعدة» الارتفاع 


دك - ل ...1 
السياسة القلية ك المسيئعة العائيية 4 جراد التاحدكدة 


عر ل روزعر4 ح لم ."17 


ركيوك 7 


المساحة الجانبية - محيط القاعدة* الارتفاع 


(3 + )22 ع زمر + )2 ع 4 ..ا1 
السياعة القاءةك السواعة المانيدة .4 منافة القاهدكية 


(7) 2 + زمر + )28 ع 4 .1 


ممم ع [] 


المساحة الجانبية- محيط القاعدة» الارتفاع 


277 2 ث1 
المماضة القلية ع السرلحة الحافية نه يراه الكاعذادة 


ل ر[مرج2 ح 4 ."17 


سج -ح 17 


في 


المساحة الجانبية - 2 محيط القاعدة»ا طول المولد 


1 
ا ا( 217) 2 ح 4 .]1 
السداعة اكلية ه البيناهة الحانينة + نسادة القاددة 
2م + ر[عرجر - 4م ."17 
الحضيت: حداف الأاهنة عو اليه 4ذا 
لحجم 7 عذه 2 لار _ 


بال حدر تبيخ بت 1 
5-58 3 





ل ' 8 2+7 


الحجم 3م 2 د ] 





خزان مملوء بالماء على شكل متوازني سطوح مستطيلة قاعدته مربعة طول ضلعها (200) يتسرب 
منه الماء بمعدل (0.41123/12) جد معدل تغيير انخفاض الماء في الخزان عند أي زمن ]. 


ليكن حجم الماء في الخزان عند أي زمن © هو (7)6 . 


0 
يتسرب الماء -> 0.4-- - 25 (الإشارة السالبة تعني النقصان) 
ليكن ارتفاع الماء في الخزان عند أي زمن هو ! 
0 
ا ايحاد ل 
ا ار 01 1 





ملاحظة: الماء يأخذ شكل الخزان (متوازي سطوح مستطيلة) 


:. الحجم- مساحة القاعدة ‏ الارتفاع 


- (طول الضلع)' ا الارتفاعء (لان القاعدة مريعه ) 
0-5 5ك درم كام 
01 011 
شق سال يت للضي ث ال - 
نشتق بالنسبة للزمن ا 7 7 
00 
ع0 0007 5' 


هك 0.4- _نانه . 


معدل تغير ارتفاع الماء في الخزان 772//2 0.1- 0 30-7 


:. معدل انخفاض الماء في الخزان :72/7 0.1 . 


صفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها تساوي (71112© 96) يتمدد طولها بْمَعَدَلَ (72/5© 2) بحيث 
تبقى مساحتها ثابتة» جد معدل النقصان في عرضها وذلك عندما يكون يعرضها (12ع8) . 


نفرض طول المستطيل في أي لحظة - 2 


نفرض عرض المستطيل في أي لحظة - [ 2 
5/ 20771 - معدل تغير الطول 
017 4 
المطلوب إيجاد ( 2 ) معدل تغير العرض. 
لو سك رقم و م 
7 ح لل 
(1) وو ويوكت 96 


د ا 





1 : 0 
غيداء طارق الشمري إن 2117) ف "م 


0 12 ح يراج كلد ح يراج برع - 96 


نشتق العلاقة )١(‏ بالنسبة للزمن حسب قاعدة ضرب دالتين (2) 959555 2+ 2 ير - 0 
4 2 5 َ 
نعوض قيم © ,نز , 2 في العلاقة (2) (8()2) +7 12 - 0 


0 0 
ل 0 لشن دن 
5 0 موه 0 
ور 2د كك د ا ل 2 
7 3 011 12 0 
وود اند لمرو ا 


اذاف د كه كارت إل ف لزان دكا اد 


ال 6 ل الا ا لو ا لش ا 20 
الك كان 3 ان اف ا ا لش ل 0 


راك ]اك الات اك اك كك لان ا ل ا ا 6 1م لاش ل اسان 0 30 





ا ا ا 6 2 0 


مكعب صلد طول حرفه (8672) مغطين بطبقة .من الجليد بحيث شكله يبقى مكعباًء فإذا بدأ الجليد 
بالذوبان بمعدل (6©133/5 ) جد معدل النقصان بسمك الجليدافي اللحظة التي يكون فيها 


هذا السمك (16112) 








3 ش. 2 ١‏ -- 080 _ 3[ 
عر دعر د 8 
- 3( طول الضلع)- 3( طول الضلع الاصلي) ا 
00-0 ال ل ل لين 3 3 م 
0 اال 1م نشتق العلاقة بالنسبة للزمن ‏ “(8) - (ات + 8) ح- ]| 
م ار ك1 6-(22) 202 + )3 - 2 
بسمك الجليد بعد الاشتقاق )1) 212 + 6)8 22 





نعوض 273/5 6- - 2[ الإشارة السالبة دلالة لذوبان الجليد ] و 1 ح : في العلاقة 1 


01 
معدل تغير سمك الجليد 72/5ع 001 -22 جه 2 كر 


جه حدس تلن 
44 2 468000600 20 


كملع دعم ه 2 2 سور د 5-5-5 
6002 - 6- جد (6)10 - 6- جك 2-22 ((2)1 + 6)8 - 6 


0 معدل النقصان في سمك الجليد هو 5/ 672 0.01 


در 
5 2 3 5 0 5 
5 20 20 2-1 117) كن 
سلم طوله (1010) يستند طرفه الأسفل على أرض أفقية وطرفه الأعلى على حائط رسي فإذا أنزلق 
الطرف الأسفل مبتعداً عن الحائط بمعدل (232/5) عندما يكون الطرف الأسفل على بعد (83772) عن الحائط جد: 
)١‏ معدل انزلاق الطرف العلوي. ؟) سرعة تغير الزاوبة بين السلم والأرض. 
نفرض بعد السلم عن الحائط في أي لحظة هو 2 


7 ا 01 
اذن معدل تغير بعد السلم عن الحائط هو 1 م 





نفرض بعد السلم عن الارض في أي لحظة هو ( 





نفرض قياس الزاوية بين السلم والأرض-ح 60 


ل عر ري ا 0 0 
1 6 417 ا 06 46 
عن الأرض في أي لحظة ل وإيجاد سرعة تغير الزاوية بين السلم والأرض 2 
* نطبق مبرهنة فيثاغورس وذلك لتقليل المجاهيل ل كر ل و تر 
ع كاد و ا ب وك يه ل بوب كر لون 
نشتق العلاقة (1) بالنسبة للزمن 2 | 2 212 2 
0 
0 0 
041 
- 2 (6) + 55 
216 _ 017 01 01 
ب د 16- ---- 6 ب 0 - تم + 16 
66 06 04 1 
8- 0 
معدل تغير بعد السلم عن الارض 5/مم 2 2 


ِ 8 
. معدل تغير انزلاق السلم عن الآأرض 772/5 0 
ح 6مزو (2 
10 


0017 1 00 
نشتق بالنسبة للزمن ا ا 0 0ك مولع 
5 8 |" 8 _ 0127 ا 5 
نعوض في (2) ال - ووم )| ٠:‏ 
8-) 1 __ 46 8 
8 010 42 10 
0 8- _ 28046 8- _ 046 8 
3078 غ4 30 46 10 


1- 01080 
سرعة تغير الزاوية و[ دل 






1 1 5 هطو 7 
٠.6‏ غيداء طارق الشمري 2 7) ف ” 
مرشح مخروطي قاعدته أفقية ورأسه للأسفل وارتفاعه يساوي (242©172) وطول قطر قاعدته 
(16677) يصب فيه سائل بمعدل (5617133/5) بينما يتسرب منه السائل بمعدل 5/ 107133 جد معدل تغير عمق 
السائل في اللحظة التي يكون فيها عمق السائل (12©03772) 


نفرض بعدي المخروط المائي: نصف القطرح 7 والارتفاع ح /١‏ 





1001 


ا ل ا 1 م 





- 
ن 
أو تشابه المثلثين وذلك لتقليل عدد المتغيرات. 2 
العلاقة : من تشابه المثلثين 2 )48 ١‏ ,)1ر1 0 ' 
5 م8 
46 48 
1 8 0 
01 2 د مره وح د م جه ررق - 247 جد 2 - - 
3 24 24 8 
1 
الدالة : 5 70 00-7 
٠ |‏ 9100 
نعوض (1) 2 (2) / )2 بكس 
1 
يك الل 
27 39 
2 7ك 
6ه ساله 1 ٠. ٠‏ ا لما احح > _ا- 
فشزوو سوام رون 0 6 0 


كن م 


عن 5و9 260ل 


011 
معدل تغير حجم السائل > معدل الصب - معدل التسرب ح 40171 ح 1 - 5 ح مد 
011 
و ك4 - لد 
01 
07 2 7 _ 
7 لا 0 
0 000 
5 72 
4 07 2ق 
لاح د جح ج162 ح 4 
1617 01 01 
: 1 01 
معدل تغير عمق السائل في المخروط ا 


: : 02 
5 | غيدداء طارق الشمرى 2 2000 ف م 


لتكن 11 نقطة متحركة على منحني القطع المكافئ «4 - 15 بحيث يكون معدل أبتعادها عن 
النقطة (7,0) يساوي (244/5 0.2) جد المعدل الزمني لتغير الإحداثي السيني للنقطة 71 عندما 





لتكن (6,37) 1/1 ولتكن (7)7,0/ ولتكن المسافة 10177 تساوي 5 


(1) .م تو + 49 ل :و14 - 2عرل/,. ع و جه >0(2 - 7م + 2-7(2) لء ح و ... 


نعوض 0 1( 11 حت 1 ٠‏ 
1 
ا 20 ات ا ال ا 
0 ف مدت الا 2 (49 +10 - 0 
(5- 2 _ كك 
1 9-+21/:2-10 06 
نعوض 5/ 117116 0.2 ح 2 0-0 
013 
1 3 7 2 0 0 
49 (402-10)4) ل. ١‏ 
مدل حا اك ده 
+4 25/د 10 
1 
9 1 : 5 02 5 02 0 0006 110 
معدل تغير الاحداثي السيني 5/ 1111 1 0 م 6 


تمارين (2 - 3) 
)١‏ سلم يستند طرفه الأسفل على أرض أفقية وطرفه الأعلى على حائط رأسي فإذا انزلئق الطرف الأسفل مبتعداً 
عن الحائط بمعدل ( 272/5) جد معدل انزلاق الطرف العلوي عندما يكون_ قياس الزاوية بين السلم والأرض 
تساوي و 
نفرض بعد الطرف الأسفل عن الحائط في أي لحظة - 2 
معدل تغير ب83 يس ا 1 الحائط 2 
نفرض بعد الطرف العلوي عن الأرض في أي لحظة - [ 
.٠‏ معدل تغير بعد الطرف العلوي عن الأرض 2 
نفرض طول السلم ح /1 (ثابت بدون معدل تغير ) 





ّ 0س 

0 : العلاقة : < ع 63216 
ف د ال ا ل 2 كلف 3 ١‏ 5 
ام 52167 لأن 0 000 هي (1) 50000 2 لور لحب عاتن 
الضلع المقابل للزاوية والمجاور لها الدالة : من قانون فيثاغورس 





نشتق بالنسبة للزمن 00 








2 2000 © 00 


للك (2) ا 0 - بر +2 
004 : 0127 0112 
نعوض (1) في (2) 2 [0 ين (2)03 + من 2 
7 2 
كم 1 
نعوض 2 - 65 0 - :1/3 + (2) 
- (32/+ 2)» 
[ لايوجد بعد قيمته تساوي 0] 22 يهمل 0 2 أما 
0 -2 103+ 2أو 
5 92 2- __ 017 017 
معدل تغير البعد العلوي عن الأرض 70/5 2 - 5 ج 2 ح 2 07/3 


0070 - 
؟) عمود طولة(7.2121) افي نهايته مضباح. يتحرك رجل طوله (1.8133) مبتعداً عن العمود وبسرعة 
(3011/12812) جد معدل تغيز طول ظل الرجل. 

نفرض بعد الرجل عن العمود في أي لحظة -ح 2 
معدل تغير بعد الرجل عن العمود 7 
نفرض طول ظل الرجل في أي لحظة ح بز 
معدل تغير طول ظل الرجل '52 





7.17 


2 4 


0 : 01 
5-9 اط / 3011 0 


58-5 6 اعولله ضاخ . 4 18 
العلاقة : من تشابه المثلثين 0 
5-5 َك[ كك 5 7 __ 1 
مل 1 1 0 رت كير حت د ا 
نشتق العلاقة (1) بالنسبة للزمن 

ف +١‏ ا علد 
01 2 

5 

0 - -ل. 

0 30 0 0 0 
ا م ل ا 


+ 233 02 )0 
لان تن كلو تلن ارون 






غيداء طارق الشمري فت 7+ 
*) لتكن 71 نقطة تتحرك على القطع المكافئن 25 - 7[ جد أحداثي النقطة 11 عندما يكون المعدل الزمني 
3١‏ 0 2207 : 
لابتعادها عن النقطة 1 0 يساوي ثلثي المعدل الزمني لتغير الأحداثي الصادي للنقطة 71. 
نفرض (7,3) 1/4 نقطة 3 للقطع المكافئ 
نفرض المسافة بين النقطتين في أي لحظة ح 5 


05 


2 
نجد العلاقة بين النقطتين من قانون المسافة 3-مر) + 0(2 - يم -5 


العلاقة من السؤال )2 م21 - 317 
نعوض2 في 1 3+ برق - تبر برا ا 
د برد - دبرا - 
1 
| 5 9 
نشتق بالنسبة للزمن 5(5+/ز2 -2بر) - 
1- 


دم “+ - م0 ؛-» 





3 
5 


تدبر2-2بر ا 
017 (1-غ1) 05 
اد +0 9و و1 غ06 
27 1 

5 207 

١‏ ود 0 دي حدا د 

ل ارا 0 3 ,غ06 
1 2 00 4 2 
سيت ميك وس انس 2 


3 2 3 ) 9 2 
لدرر2-2رر| ال 


بتربيع الطرفين 3- بزة.- - - بره - 4ر2 


0 - 8- بر18 + 2برو - قر + برق - شبرة د ول بر18 - برو - (2 + بر2 - 2بر) 4 
5 + [ 0 - #4بوك5 - :107 
0 - (مر- 2)برج 0 - 4ب - بر2 
لان المعدل الزمني لابتعاد النقطة - ثلثي المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي يهمل 0 - 7 أما 
نعوض في ([2) 2 - برج 0 - بر - 2 أو 
كا حار ديات 
(1/2,2-)يلة , (0/2,2) را 


ظ 7 
201٠٠‏ غيداء طارق الشمري 2 200 ف "م 





4) جد النقط التي تنتمي للدائرة 108 ع 7و8 - 42 + 375 + 25 والتي عندها يكون المعدل الزمني لتغير ا 
يساوي المعدل الزمني لتغير 7 بالنسبة للزمن 6 


مس ل ا 8 ح برق - يرك + 2رو + 2ن 
02 027 017 01 
اك اك +2 1 226 
6" 
0000-0-0 0 م 
01 01 01 01 
0 يي 0 ا 
0 - 4 - بر2 + :2) 25 ج 0 - (8 - 4 + رر2 + ::2) - 
يهمل ‏ 2-0 أما 


06 1 
إن 2074-2 1 رت او 
ا ا ا ل ب ا إزادر 
نعوض 2 فى معادلة الدائرة الأصلية 8 ح بورق - (بو- 2) 4 + 2رو + 5زم - 2) 
1 2 + [0 ح 96 -نز16 - 2و2 جح 108 ع بورق - ررك - ق ل كرو ل كرو ل توك - بك 
0 ع (4 + 12()7 -منم ج 0 - و48 - ررق - 2رر 
م لح ا حا سح رح وح سحو و رح روووك حون مكدرورانا 
(4-,6) ج 6 دار ج 4 + 2 < عر جد 4- ح بز ج 0 ح 4 + بز أو 
:.النقاط هي (10,12-) ,(4- ,6) 
) متوازي سطوح مستطيلة أبعاده تتغير بحيث تبقى قاعدته مربعة'الشكل يزداد طول ضلع القاعدة بمعدل 
(0.36772/5) وارتفاعه يتناقص بمعدل (0.560772/5))» جد معدل تغير الحجم عندما يكون طول ضلع القاعدة 
(46112) والارتفاع (360112) 
نفرض طول ضلع القاعدة في أي لحظة - 2 





هه ٠ ٠‏ 2 02م 
معدل تغير طول ضلع القاعدة رم 71 - غم 
نفرض الارتفاع في اي لحظة - / 0 
7 ا ا 
تغير الارتفاء  -‏ ل 
معدل تغير الارة ووم 
نفرض الحجم في أي لحظة - 17 000 6ك 1# 
75ح ل 00م 
“. الدالة : حجم متوازي السطوح المستطيلة- مساحة القاعدة * الارتفاع 4 4 - نر 
نشتق بالنسبة للزمن 0 ح ما 
01 10 011 
2 7 +22-4-- 
01 011 01 


0 
حر اك ال ف لون ا د 
3 - 01 01 
هد + رت ) 16 - 2 ج ((3()2)40)0.3) + (0.5-)42) 2 
0 3 عن 2 السك عن اله مسطاتس كام 0 13 20 18ل رمن 
د رن 4 10 غك 10 2 42 10 7 046 


)1 7 





0 ل على الأرض مكوناً جسماً مخروطياً بمعدل (5/ 453723 .0) فإذا كان قطر قاعدة المخروط يساوي 
ثلاثة أمثال الارتفاع أوجد معدل التغير في الارتفاع عندما يكون الارتفاع يساوي (0.2772) .. 
فرطو قات 00-7 
نفرض نصف قطر المخروط في أي لحظة -ح 7 
نفرض حجم المخروط في أي لحظة ح /ا 
نفرض معدل تغير حجم المخروط © 


العلاقة: ٠:‏ القطر - ثلاثة أمثال الارتفاع 010 سد 1ك 1ك دك ردم 
الدالة )2( 00000 : 0 
2 
3 
0000 0 (20) 2 دن 
312 
1 ا 
3 
نشتة نشتق بالنسبة للزمن 1ك حر 
2 اعت كاماد 
0و 92 _ ص 
1 1 
1نا 62 0 ح- 1 , 5/ 0.4513 - ' ا 
0 يي 4 060 
الممططحطحتت77< ]| كم 9 _ 45 ال _ 
3/1 عه وميا 4 237100 2 00 لاد 
5 072 1 45 00 8 جو 45 
كتيب لاي ب لل م 
06 9# 100 2464 4 100 100 


س/ أوجد نقطة أو نقط على المنحني 1 - 2[ + «رمد - 2 والتي يكون عندها معدل التغير الزمني ل (:) 
هو د وصاح خس اند لنسبة للزمن. 
نشتق الدالة 1 ح 175 + توم - 25 بالنسبة للزمن 
0 0 0 0 
2-0 ++ 2م 222 .: 


0 
35 1 7 5 )0 01 
توزيع الإشارة السالبة على القوس 0 - 0+ 0 26 26 
المعدل الزمني لتغير ا هو ضعف المعدل الزمني لتغير 7 #24 يك 
04127 2 لان لد 
0 0 ا 22 0 
0 - (دة) 3 ج 0 - [29 + 27 - عر - بر4] - 
يهمل ا 3 
نعوض في منحني الدالة ا أو 


ا رن دراك 1 عر ررم 2 2ر20 
:. النقط هي (0,1) , (1-,0) 


0 93 . 9 لد 
04 ؛. 


4 ل‎ ٍ 8 ٠ 
غيداء طارق الشمري برك 17)) ف »م‎ 0 





س/ قطعة معدنية على شكل قطع ناقص بمساحة ثابتة تساوي (73325© 6072) فإذا إزداد طول المحور الأصغر 
بمعدل ( 0.26772/5) جد معدل النقصان في طول المحور الأكبر عندما يكون طول المحور الأصغر (1261772). 
نفرض طول المحور الكبير في أي لحظة 20 و نفرض طول المحور الصغير في أي لحظة 27 
نفرض مساحة القطع / 


7 - لم 
الدالة ‏ (1)............... طه ع 60 ج عرطه ع ع60 
ا وام 0-1 اد 0 
نعوض في ١‏ لاستخراج قيمة 0 10 - 0 ج 60 ع 60 
0 0 0م 
ً 
20 نعوض قيم 1 ,3 في المشتقة 2 0 + ركَ) 10 - 0 
0 0 
2 - 85م جه كم ب 2 - نل 
4 ع و 010 
معدل التغير في طول المحور الكبير 0/5 م ل د ساي 


:. معدل النقصان في طول المحور الكبير هو 67/5 - 
س/ اسطوانة دائربة قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل (0:5672/5) بحيث يظل حجمها دائماً مساوباً إلى 
(320726313) جد معدل تغير نصف قطر القاعدة.عندما يكون الارتفاع.(52172) 


نفرض نصف قطر الاسطوانة في أي لحظة ح 7 
معدل تغير نصف القطر 72 1” 
نفرض ارتفاع الاسطوانة في أي لحظة ح // 


اله 
معدل لعير الارن ون آ 


مسد : 
م كر 


ل 71 #ر عر 320 
0 (1)........ 28م - 320 
لتقليل المجاهيل نعوض قيمة 5 - / في 1 8 - مج 4 - 2م ج كك - 2 ج 52 - 320 
كلتو 1 (إنسبة للزمن (2م2) م +ب كك ة, - 0 
2 7 مرج 0 
01 01 
نعوض القيم المسكاة أي لل الى حصلنا عليها في 2 . 5 2 + (2) 8(2) - 0 


11ت كك 0 
01 2 
و روة دن 
غ01 


2- 01 2- 01 01 
معدل تغير نصف قطر القاعدة ‏ 5/ 071 خخ -ح -2 جح جح ح 2 جه 2 ح 80 


5 01 0 غ08 


: : سر : 
| يار 0 بركك 2+7 ف م 


91 0 5 





س/ بالون كروي مملوء بالغاز فيه ثقب . يتسرب منه الغاز فإذا كان معدل نقصان نصف قطره دح 
بحيث يبقى محافظاً على شكله فعندما يكون نصف القطر (10672) جد : )١‏ معدل نقصان حجمه. ؟) معدل 
نقصان مساحته السطحية. 

نفرض نصف قطر البالون في أي لحظة - 7 
معدل نقصان نصف القطر كت (الإشارة السالبة دلالة على النقصان) 
نفرض حجمه في أي لحظة 7ا 
نفرض مساحته السطحية في أي لحظة / 





4 
3ع ح 7 (1 
3 
قار يكم ليوا ل ساد 
٠‏ (01....... 2 جه 0 37 
7 7 01 
نعوض قيم 7,-- في 1 خ-) 10(2) 4 - - 
9 7 9 0 
ا حجم البالو تس 400- - 2 جه (2-2) (100) (د) 48-1 22 داج 
ل لان 06 22 7 06 7215-2 * 
2 ح 4 (2 
96 522202 01 14 
د الس 2 0-7 
1 4 7 4 
(2)...... 22 م مو - 24 ج (2 (2)10) + - 4د 


نعوض قيم لك رك تاج ؤ ل ل 0 
5 ا 5 “2201 2 + (2-) (2د) 80 - 0 


.. معدل النقصان في المساحة السطحية (86712/5) 
س/ طربقان متعامدان يلتقيان بنقطة 71 تحركت سيارتان إفي_ نقطة 11 كل منهما في طربق وكان معدل سرعة 
السيارة الأولى (807772/12) ومعدل سرعة السيارة الثانية 60:7772/7 جد معدل الابتعاد بين السيارتين بعد ربع 
ساعة من بدء الحركة من 11. 
نفرض المسافة التي قطعتها السيارة الأولى - 2 


011 
معدل سرعة السيارة الاولى ى 


نفرض المسافة التي قطعتها السيارة الثانية - بز 11# 
ا 
معدل سرعة الم 0 0 
سرد 2 7 001١‏ 0 





نفرض المسافة بي الليارة 19 
170 0 - يري 0 
معدل الايتعاه 2 0111/١‏ 6 
المسافة (السيارة الأولى ) > السرعة ا الزمن 
0 20 ح عر ج 2 + 80 - عر 
المسافة (السيارة الثانية) ما 15 - ترج 2 + 60 ح بر 
قة 1 هد ار ا اك ل ا 0 
5 - 7,2 جه 225 + 400 - 12 
وام سحيوز ! 





00 2 210000 ف ” 
7[ + 2و - ]1 ٠6‏ 
نشتق بالنسبة للزمن 1-2 2ر2 + يرج - 2122 
كر ب عقي له 
2000055 0ع 3 ع ا 
نعوض قيم السؤال والتي استخرجناها ضمن الحل في 1 (60) 15 + (80) 20 - 22 25 
#لسسزو0ة - نكب 220 د كك ب و250 - 2546 ب ووو + 1600 - 2542 ظ 


0 معدل الابتعاد بين السيارتين 5 
س/ مثلث قائم الزاوبة طول وتره ثابت يساوي (406©712) يتغير الضلع القائم الأول بمعدل (126111/71:412) جد 
معدل 1 © الضلع الثاني في اللحظة التي يكون فيها طول الضلع الأول يساوي (326112) 

0 طول الضلع الأول في أي لحظة 1 
مه ١ ٠ ٠‏ 0114| 

معدل لعير طول الضلع الأول 017 
نفرض طول الضلع الثاني في أي لحظة /[ 

087 : 1 





نفرض طول الوتر ح ,[آ 1 - 
من مبرهنة فيثاغورس نجد طول الضلع الثاني 7 
تر + 4عر ح >(40) 
(01........ 2و + 2ع - 1600 


و + 32(2) - 1600 
4 د رج 576 - 2بز د 1024 - 1600 - 0 رز + 1024 - 1600 


نشتق 1 بالنسبة للزمن 0 6 0 
0 2 - 0 
4 -- 2 ج د 242 + 384 - 0 جب ٠‏ 204 + 02 32 - 0 


معدل التغير في طول 3 الثاني ا - 





قبل ان نتعرف على هذا البند إلى مبرهنتي رول والقيمة المتوسطة نذكر بعض التعاريف والمبرهنة التي تمهد لهاتين 
الا ف 00 لش دكن ا 0 90 
)١‏ / تأخذ قيمة عظمى عند © حيث [ط6 ,4] ع © إذا وفقط إذا 
وعر يع فر يدة الات 


؟) ث/ تأخذ قيمة صغرى عند © حيث [ط ,4] »ع © إذا وفقط إذا 
فعة كعك فاق 5ف اراق ]ات ف 





غيداء طارق الشمري 2و 2+7 


ل ا ا 0 لس 0 ل و00 اك 


ال ا 2 2 0 5 006 1 021 ل إفاكنا 





وسنكتفي بتوضيح هذه المبرهنة هندسياً كما يأتي 
عند النقطة »ع المختلفة عن 2,5 والتي تأخذ عندها 
الدالة قيمة عظمى أو صغرى يكون المماس للمنحني 
البياني للدالة:أفقياً (أي موازي لمحور السينات). 
والان يمكن ان تفكرا في إجابة للسؤال الاتي: 
إذا كان للدالة ] قيمة. عظمى ,أو قيمة صغرى عند , 
) حيث (0,5) © © فهل يشترط ان يكون0!0 ع ( ©)'"/ ؟ 
وللأجابة على السؤال اليك المثال الآتق 
كقالة 
لتكن || - (2) زرلا + [1,1-]:/ 
وكما تلاحظ في الشكل فإن الدالة ؟ تمتلك 
أعظم قيمة عند كل من 1- - 1,7 - ع 
وتمتلك أصغر قيمة عند 0 > م وانت تعلم 
من دراستك السابقة ان الدالة + غير قابلة 





للأشتقاق عند 0 - 2 أي ان (0)'/ غير موجودة 
لا يشترط ان يكون 0 - (©)'/ 





١‏ اا ل ا 2 كا ل 2 لك ل 2 لر ل 6 لمان 


ل ل ا ل ل ا ا ل لا ف 0ك 





ففي المثال السابق 

ادا - («) / 5 جح [1,1-]:/ 
نللاحظط ان الدالة معرفة [- 8 صغر» وان (0) 7 غير موجودة 
لذا يقال ان العدد (صفر) هو العدد الحرج للدالة / وان النقطة ((60/ ,0 ) هي النقطة الحرجة. 


١ 3‏ قي 
ل © 27 





الغايات: ملاحظات مهمة 
-١‏ إذا كانت الدالة كثيرة حدود فالغاية تكون بالتعويض المباشر في الدالة لقيمة ‏ المعطاة في السؤال. 

2 - 1-3 - (3-1 + 1(2-) ح (3 + 2) سل (عده 
-١‏ إذا كانت الدالة كسرية وعند التعويض بقيمة ع المعطاة في السؤال في مقام الدالة يكون ناتج المقام يساوي 
صفر ففي هذه الحاله##ب تبسيط الدالة وذلك باستخدام طرق التحليل والاختصار مع المقام ومن ثم نعوض تعوبض 





مباشرهبقيمة 7 المعطاة في السؤال. ( 12© 

1 2212-2 

عند التعويض 1 - 2 في المقام يكون ناتج 1بير11! 

المقام - 0 بهذه الحالة تكون الدالة غير (2)2-1 ذا 
معرفة إذاً يجب تبسيط البسط ومن ثم 000 اا 

الامخفمي و للق ان راقنن قد امسر مان لخت وى ,ا 





4 - (2)2 ح (1 + 21 ح (1 + 2*) 2 يبورا 
؟"- أذا كانت الدالة ذات قاعدتين«اففى هذهيالحالة نبحث الغاية من يمين2 ونفرضها تساوي ,,آ ونبحث الغاية من 
يسار « ونفرضها تساوي 1,١‏ 

6) إذا كان 1-1,2,] فعند ذلك توجد غاية عند قيمة 2 


0 إذا كانت ج,[ ع 1,آ فذلك يعني انه لا توجد غاية#إعند قيمةا 7 


5 2 
عن 1< 244 | اويا جد ضاكي يقن 


1 >2 
[ التعويض بالدالة المقابلة ل 1 < 7] 520 
ل ل ا - 4 + “ع يونا 
[ التعويض بالدالة المقابلة ل 1 > ] 3000 
ووو كا رن ليوك وس 
تحر 
.٠‏ توجد غاية عند 1 - 2 وواسيحوواسة 


تعن للا - )م جد 20) / بير ة11ة] 


نستخرج الحد الفاصل ‏ 1 -- جح 0 - 2-1 وذلك بمساواة الدالة تحت المطلق للصفر وثم ايجاد قيمه 2 








تغرف المطلق و44 4١‏ ) تاكن 177[ يتين الكالة والتي هي لاع 
1 < اا 
0 (2-1) 
(1-)- - 69 5 
1 >2 
(2-1) 
1 ح 2 1) _ 
1 > 2 2 - 0 / 
[ غاية الثابت - الثايبت نفسه] 157 3  )1‏ كسم! الغاية من اليمين 


نح غاية هه 11 كيز ره 11 11 را ......... 1- - (1-)1,موطط1ة[ الغاية من اليسار 





1 
1 


1 
5 





غيداء طارق الشمري 0 2+7 





تكون الدالة مستمرة عند 5 ع إذا حقفت الشروط الثللاث التالية: 


معرفة (56)/ (1 


ع 1 1 ْ موجودة (2) أرمب 11121 )2 
دق اكات كف 6 وكاو 2050 ا 22 4ن ى وني ()ر, ح (2) / بيطا (3 


اك ال ع اك ا ل يد ل كيت 2 


لمجال الدالة ©# 8 ( 3 


ل ل راش انالك 
22 1 ص (2) رمب 1121 ) ٠.‏ 





مثال إذا كانت 2245 - 3م - 98ت (2)/ أثبت ان الدالة مستمرة. 
[:* لا يوجد في السؤال قيمة ]1 -> )ل ع 5 ع1 .. 
[ايجاد صورة ]1 معرفة - 5م - ق - ر(م)ثر (1 
| ايجاد الغاية عند م - 17[ موجودة 285 - 3م 8 -ح 2ر2 - 5عر- 8 و1110 (2 
[ صورة ط - الغاية عندما م -2 ] (:) ر وردنا - (5)/ (3 


“. الدالة مستمرة عند 7 ع- ع1 





ا ا الل ات ل ا و كك 0-5 0 0 ل 1 





1 <2 “مر - 6 
1 >2 1 د42 
التعويض في الدالة التي تحتوي على المساواة 5 -1 - 6 - 1(5) - 6 - (1)/ (1 


مثال إذا كانت -١‏ 0)/ أبحث عن الاستمراربة عند 1 - م 


ا طحي - 6 - > 019)ال م6 حت (2#يرح 6 )رىوتص]][ - الغاية من اليمين (2 
ك1 ك6 د كك [إد شن :1 (4)01 ع (1 + :4 ) .ج111 الغاية من اليسار 
كعك بحت 1 كار وا - را ٠‏ 


() /ر ورمعيططنا - (1)/ (3 


“. الدالة مستمرة عند 1 - 2 


ملاحظة : نجد غاية اليمين وغاية اليسار فإذا كان ,1 - ]لآ إذن نختبر الشرط الثالث 


ا ل ا ا ا ل ال ل ا ل 








-_ طوع 5 
5 ار" 


| غيداء طارق الشمري كت 7+ 


٠‏ 2 ع 
مثال | إذا كانت 0 2 -١*‏ جر أثبت ان الدالة مستمرة على 12 


:' لم يحدد في السؤال قيمة 7 :. نبحث الاستمرارية عند الحد الفاصل وهو 2 - 2 
)١‏ نثبت أن الدالة مستمرة عند 2 - ع 
6حمدوب بح 2ك 2ت 2 مه 
10 1 ل درت رم ) ع ره ا يز ) زرا ره 
202 
1 ت جضان عدام كار 
( ) وورطط1! - (2) / /3 
“.الدالة مستمرة عند 3 ع- م1 
لحب 
2 + 5ه -ح ر(ره)/ر/ (1 
2 + “ج ح (2 + >2 )112 (2 
2-0 
(:) / دنا - (ه) زر ر3 
“.الدالة مستمرة عند 0 - 2 .٠‏ الدالة مستمرة عند 2 < ٠١2‏ 
؟) 2 > 72 
8-0 - (1(/)0 
8-0 -ح رزجدرح 8 )11121 (2 
2-0 
() يسنا - (ه) زر ر3 
“.الدالة مستمرة عند 0 - 2 , الدالة مستمرة 2 > 2 ٠‏ 
الدالة مستمرة عند 2 - ,2 < +*لا ,ل > 32 .. الدالة مستمرة في ] 


أ- إذا كانت الدالة كثيرة حدود فهي مستمرة 7 © ٠1‏ 
5 + عه - 2ع ع (ع«)/ (1 (2ه 

دالة مستمرة 7 © 7" لأنها كثيرة حدود 
و - 3م 





| تعتبر الدالة () كر كثيرة حدود لان المقام لا يحتوي على متغير أ : - ()/ 2 
دالة مستمرة ؟1 © 7 لأنها كثيرة حدود 
ب- إذا كانت الدالة كسربة 
فهي مستمرة 7 © ل ما عدا أصفار المقام 
- (00)] (مده 


2- ح 7« ج () ع 2 1 
. أوسع مجال للدالة ١1-21‏ 219 .. الدالة (<) كر مستمرة ١1-2[‏ 7 ع عرلا 


طارة 
ل ال 27 





تكون الدالة (7)/ قابلة للأشتقاق عند النقطة (2,©) © < إذا تحقق الشرطان الآتيان 
١-الدالة‏ مستمرة في [0,2] 

؟- النهاية موجودة 

لبحث قابلية الاشتفاق نتبع الآتي 

2 - 8 نجد أوستتجال للدالة ونتأكد من أنها معرفة عند‎ - ١ 

/ ' نجدي(ط)‎ -١ 

فإذا كانت الدالة 

- كثيرة حو)فرد(أ[ط) '/ موجؤة؟ وتكون قابلة للأشتقاق في +] 

ب- إذا كانت الدالةاكسيرؤةأفإن (0)'/ موجودةأفي مجال الدالة |أصفار المقام | ١١‏ 8 

ج- إذا كانت الدالة ذات 'قاعدتين [2(0 5,7 > 1«2 فيجب بحث (6)/ من جهة اليمين و (6)'/ من جهة 
اليسار فيكون احتمالين 

- أما ج.آ - ,رآ فذلك معناه (58)'/[ مُوجودة والدالة قابلة للأشتقاق عند م - 2 

- أو دآ د رآ فذلك معناه (5)// غير موجودة والدالقوغير قابلة للأشتقاق عند 8 - م2 


07 الك كاوس لكف ناكل الح 26 02007 كن ك0 001 





مبرهنة رول 





إذا كانت الدالة ) 

]0,8[ مستمرة في الفترة المغلقة‎ - ١ 

؟- قابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة (0,5) 
؟- (ه)]/ - (0)ر 

فإنه يوجد على الأقل قيمة واحدة © تنتمي إلى (3,5) وتحقق : 0 - (©) / 


بين هل ان مبرهنة رول تتحقق لكل من الدوال التالية ؟ وجد قيمة © الممكنة 
[0,4] ع عد “د - 2:2 مت زر رد 


١‏ - الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [0,4] لأنها كثيرة حدود 
-١‏ الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (0,4) لأنها كثيرة حدود. 
الور 5 
نعوض بداية الفترة 0 - © ونهاية الفترة 4 - 8 في الدالة الأصلية 4 - “(0 --2) ح (0) / (3 








٠. 5: 5‏ 4 - )4 و ع 1 كار 
ل ل 0ك (4) / - (0)/ 
المبرهنة متحققة أما إذا لم يتساوون فإن المبرهنة لا تتحقق. 11 


بدالك امسو هاه سوس سكعو الفددوة المسهط اذ 





27 2 غيداء طارق الشمرى‎ 20-10١ 





الشروط الثلاثة متحققة إذن نجد قيمة © وذلك بإتباع انكر 
-١‏ نجد («) / 
؟- نعوض 0 في المشتقة (©) / 
؟- نجعل 0 - (6) / 
- نجد قيمة © [ توجد على الأقل قيمة واحدة ل (©) تنتمي إلى الفترة المفتوحة المعطاة في السؤال]. 
** الدالة 57( - 2) - ()/ تحقق شروط مبرهنة رول .. نجد قيمة © الممكنة. 
ل ا لان ف 2 اودر 
ار 
0 - 7/0 
اكاك اوكا الك الك 
(0,4) ع 2-ع ج من <ع - 2 
[1,1-] ع2 ,دمر - 4ر3 + ع9 ع (م) 5/1 
١‏ - الدالة مستمرة على [1,1-] لأنها كثيرة حدود 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (1,1-) لأنها كثيرة حدود 
5--1 +3 +9-- 1(3-) - 1(25-)3 + (90-1 - (1-)/ (3 
9-5-1 كارن تظاخر 1 قعد رن وك ور 
(201 ع (1-)م : 
(ط) / عد (ه) / . 
.لا تتحقق مبرهنة رول لأن الشرط الثالث لم يتحقق .. لا توجد قيمة ل (©) تنتمي للفترة 


[1,2-] ع2 ل 8 
1ك ]رع ,م - |- 0 الك 


نجد مجال الدالة وذلك باتحاد الفترتين (1- ,4-] ,[1,2-] وذلك لأن الدالة مكونة من قاعدتين 


نبحث الاستمرارية عند قيمة الحد الفاصل وهو (1-) 2 ل 4- 
ارب سس ل رحن سنن ]دن يوسو وو زا مدحالغانةفرة والمصيق 


مل 10( اتوحد غاية عند 1- 2 عز 
“. الدالة ليست مستمرة على [4.,21-] .. الدالة لا تحقق مبرهنة رول. 
[طرعماء عد, ع1 ع رعد) ل[ (0 
١‏ - الدالة مستمرة على [ ,9] لأنها دالة ثابتة 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (7 ,0) لأنها دالة ثابتة 
- (24) / (3 
ع (ط) زر 
()ر - (ه)] . 
. الدالة تحقق مبرهنة رول وأن قيمة © يمكن ان تكون أي قيمة ضمن الفترة (0,5) 
[ وذلك لأن 0 ع (2)”م/ > 0 ع (2)0/ لأنها دالة ثابتة]. 





« أختي 
غيداء طارق الشمري 0 2+7 


مبرهنة القيمة المتوسطة 


إذا كانت / دالة مستمرة في الفترة المغلقة [3,15] وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (0,5) فإنه يوجد على الأقل 
00 6 3 

قيمة واحدة © ينتمي إلى (8,ه) وتحقق 0ل71ك1 - )"| أو (ه - ط) © ) '/ - (6)] - (5)/ 
والمخطط التالي يعطي التفسير الهندسي 55 0 انيه 

المماس يوازي الوترء ميل المماس (©)7/ ((ط) ] ,ط) 8 1 5 





1-(1)6 4 
ميل الوتر المّاربالنقطتين 8 به مساءي 12 اك نعطت 0 


ميل المماس_ عند © - المشتقة الأولى للدالة “ر عند © ,(1)2) 
لكن المماس والوتر متوازيان لذا يتساوى ميلاهما 

م اعفار 

للحي ور 


ملاحظة:ان مبرهنة رول هي حالة خاصة من مبرهنة القيمة المتوسطة ففي مبرهنة رول يجب ان توافر 


ا ا ل ل 0002 لت 
ل لات ل 2 35 لإ 02 0س إل كنا 





لامثل.| برهن ان الدوال التالية تحقق مبرهنة القيمة المنيجلة وأوجد قيْمأح الممكنة 
[1.7-] 542 ١ح‏ 4 + ع6 - ير ع (د) ‏ (0ه 
١‏ - الدالة مستمرة على [1,7-] لأنها كثيرة حدود. ظ 
"- الدالة قابلة للاشتقاق على (1,7-) لأنها كثيرة حدود. 1 
00 اال (3 





-22 - (6) / 
الت - ققد إدزءفة 2671| 1ى طنج 1ج( 1 1ى 5-5-8 علش ”, 
7 الا 0-0 
0 11-1 
0 لحر اه - 
8 8 
ميل المماس > ميل الوتر" 
0 - 6- م2 .. 


(1,7 -) ع 3 دع جه 6 د20 




















: : وار : 
عدا ار 0 86 27 ف "م 








[0 4-] ء عد “عر - 1/25 ع (2) رم 
أوسع مجال للدالة هو يك 2 
1-*«[25- < 2ن ]| 
إكقكزة دام ن 5ك ورك 2 0ن 
0 عل ل لله 
ْ 5 0 46 0 #4 0 
-١‏ الاستمرارية في [4,0-] : نثبت أولاً الاستمرارية في الفترة المفتوحة (4,0-) بعدها عن طرفي الفترة. 
(4,0-) ع 0 6ع,] 
(لأن 2 ضمن المجال) 2 - 1/25 ع (ه) /ر 


را ل كر 20 ورا 
نا 
“. الدالة مستمرة في (4,0-) 


الزن حت ا مشر ع سن و عد 0 كار 


5 - 1/25 - 0- 1/25 - (0)/ 
5 - 1/25 - 0 - 1/25 - 2ب - 1/25 وأا 
(:2) روبويططنا ع (0) / 
نثبت الاستمرارية عن يسار 3 عند .4- - 2 
3 - 1/9 - 16 - 1/25 - 4(2-) - 25/,. - (4-)ر/ 
3 - 1/9 - 16 - 1/25 - ك0 كا 
(4-)/ ح (2) رو _مورصطنا 
. ()ث/ مستمرة عند طرفي [4,0-] ../ مستمرة على الفترة المغلقة [4,0-] 
؟- قابلية الاشتقاق : " مجال الدالة (5,5-) ..ث قابلة للاشتقاق في الفترة (4,0-) وذلك لأنها محتواة كلياً 
من مجانها ٠‏ الووووووه :ترود و اق جو سعو ع سو نابو وو وسو ا وس سرون بع هويا 





ملاحظة: في حالة الدوال الجذربة ذات الدليل الزوجى فإذا كانت الدالة مستمرة فهي قابلة للاشتقاق 


"- ميل المماكلاا : , 7 0 -25) ع (2) /ر 


ميل المماس ...حك - 0) م جب جتحي - (ن) / ج (22-) 2(2, - 25) 2 - 00 '/ 


ب 98 2 5ح5 _ رححر درمق زر _ زمر -(0 زر , : 
ميل الوتر 2ه 4 4ه ١‏ ه4)-0 000 صم ميل الوثر 


كح ال 
ا و 0 


بتربيع الطرفين كك 
1/5 عدم جه 5 دع ثم جه 25 -2م5 جح 2-25 ل 2ع4 جح 2ع - 25 - 42 
(4,0-) © 5/د دع 
(40-) ع ولب دع 





: ْ 7-7 
ا | 000005 برك 7+)) 


ا 2 





قفا إذا كانت 42 3ب ح (#«)كر ٠2‏ « < [0]0,8/م وكانت / تحقق مبرهنة القيمة 
المتوسطة عند حقدعة جد قيمة 6 
ناكد - 


5 2-0 58 0 
را 


, 2 00 2 00000000 

ل ا ا ا يتان 
(طه-ثةم)م _ 2مه-ةم _ (0-م)-(ةهه-ةم) _ (ه),-رم)ر 

ا ا اك ووم 7و 

5 - 5 ح ميل الوتر 

ميل الوتر > ميل المماس ". 

7 تبت 1 


ره اه ل 
إدا كانت / دالة مستمرة ومعرفة على (0,,0) وقابلة للاشتفاق في (0,2) ولو اعتبرنا 0 -م حم فإن 


7 + 4 ع 5 حيث / © 0,7 2 7 فإنه بموجب مبرهنة القيمة المتوسط نحصل على 


(غ/ 
م م وم ل و بجر طقال ل كط بور 


وعندما يكون اقتراب 78 من © قربا كافياً تكون في هذه الخالة 13 صغيرة ويصبح الوتر صغيراً ونهايتيه قريبتان من 2 
أي ان المماس عند سيكون مماساً للمنحني عند نقط قل جداامن النقطة حيث © - + ولذلك يصب 
ر2) "قط + (ح)1 2 (8 ديه ) /ر 
يقال للمقدار (0) "8/2 التغير التقربب2إللاآلة 
ودين جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة تقربباً مناسباً للعدد 0/26 
١‏ ) نكون دالة تشابه الصيغة الجبردة الدالة #6 ع (#«)ر 
؟) نختار عدد قريب جداً من العدد المعطى وله قيمة جبرية صحيحة . 


:. نفرض 25 ح © [ أقرب مربع كامل من العدد 26 لأن الدالة عبارة عن جذر تربيعي ] 


") نجد صورة العدد الذي فرضناه 5 - 1/25 ع وا - (ه) زر 
1- 1 
4) نجد مشتقة الدالة عند العدد المفروض عد - 00 '/ جد 2ج - (م) '/ ج قد - (00)/ 
موسا ع دو عو اه ا 6 
1 - ل - حر - يم - (25)'/ - (0)'/ 
ل ل ل ل كر ل الاك 6ه -م دم 


1[ ع 25 -26 ,م 


1 - 25 - 26 - ص /, » - ط - 25,8 - ه, 26 - م 
*) نعوض قيم © ,(0(./)4) "ل في العلاقة (ه0) 2« + رم), 2 (« + م)/ 








ل © كن 


/)25 + 1( 2 5 + )1()0.1( 
/)26( 2 5 + 1 
./26 2 1 


7 إذا كان 5 + 4 + 32:6 + © ح (8)ثم جد بصورة تقريبية (1.001)/ 
رض 1.001 - م .. أقرب عدد صحيح للعدد 1.001 هو 1 .. نفيرض 1 - 0 
الدالة ‏ 5 + برك + 6ر3 + ةير ع (عت) ر 


3 - 5 +4 + 3 +1 ع 5 + (4)1 + >1(4) 3 + 1(5) ع (1)/ - (م) ر 
4 + عر6 + 324 ع (2) '/ 





الرصيدد رن 1ت لتشرنن لخر كت رار 

انايد (0)'] + جم)م - (1 + م)] 
ا (0.001()13) + 13 2 (0.001 +1)م/ 

/)1.001( 2 13 - 3 “5 001- 1- 01 


73 <1.001(2)/ 
ددا مكعب طول حرفه (9.986312):جد حجمه بصورة تقرببية باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة 
المطلوب هو الحجم .٠‏ نفرض حجم المكعب 17 وطول الضلع 2 
حجم المكعب - 3(طول الضلع) 


000 
0 - 10(3) - (0)10 - (م)ت 
2 -ح (12) 


0 - 3)10(2 - (2)10 - (م)ة 

(12)0 7 + (ه)م > (م + ه)م 
(0.02()300-) + 1000 2 (0.02 - 7)10 
6 - 1000 2 (7)9.98 








- 3 994 ع 
[ من , ]| نتن تدا - (2) / فإذا تغيرت < من 8 إلى 06 8 فما الكالااؤاج نير التقريبي للدالة. 

[8,8.06]:/ --- م رار 

/ _ 0 2 
/  )2( 1 3 0 

6د 2 ك1( )ار د ر' 
ف - - - ص - عي -  )8(‏ [ - (ه6) / 

|التكرخلاث ك مراتب بعد الفارزة لأن العدد مكرر] 

[ مقدار التغير التقريبي للدالة هو (0)' /7 ] 8 ح- (0.06()0.333) ع (0) '/7 .. 


يراد طلاء مكعب طول ضلعه (10612 ) فإذا كان سمك الطلاء (72© 15 .0) أوجد حجم الطلاء 
بصورة تقريبية_وباستخدام نتيجة القيمة المتوسطة 











: ْ 02 
٠‏ | غيداء طارق الشمري برك 7+)) 


طول الضلع بعد الطلاء 10.3 - 10.30 ع 0.15 + 0.15 + 10 





3 ح (عن)ر 
رركت رن نز 
0 - 3)10(2 - (10)'م - (ه)'ى 

دوووع 90 2 (0.3()300) 2 (ه) "1 م 


حجم الطلاء بصورة تقريبية 





--- 10 5 

بأستخدام أتتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة جد بصورة تقرببية ومقرباً لثلاث مراتب عشربة على الأقل كلا من 
3 + 0.98(4) + 57/)0.98(3 (ه 

الدالة ا هد 3 + 4ر + ترا - )مر 
5 -3+ *1) + 1(3)/, - (1)/ - (0)/ 

3 ل 2 وار 

الما" 0 1 














6 - 2 - كد - 4 بج - 4073 + سج - (0)[ - (م) '/ 

(0) 21 + (ه) ] 2 (ر8 + ه) / 

(0.02()4.6-) + 5 ت ((0.02-) +1)/ 

/)0.98( 2 5 - 2 

8 خ- 3 + 0.98(4) + 0.98(3) /” 

7 8 

3 - 20 ][ ج را - 20 رز 

2 حر (8) ] - (ه) / 

/  )2( - : 000 حل‎ 1 ٠ ٠ : 

0-56 ك7 اللا ب - ريم - رمم 

(0) 117+ ره) / ت (ط + ه) / 

(0.2()0.083-) + 2 2 (0.2 -8)ر 

ا ا ا 0 ا ان م طلا ع 110 
4 2< 7/7.88 .. 

0 1/17 >17 

7ن قر + تر - 20)/ جح ول + عدا - () زر 
6 - »0 اقرب عدد لل 17 نستطيع استخراجه 6 2 ل ك4 ع ات 
من تحت الجذر الثاني والرابع معا 52 0 3ح )"م 


0 -ط - رم 59 
1 -/ السك كك 
ئ 2ج - 00 / 


2 





, : 00 : 
غيداء طارق الشمرى برك 7 ف "م 








. عاع ح ده 1 _ م الاسع” 
71110008ظص2 

32 32 0532 8 4)2(35 2 8 
(0) 117+ ر(ه) زر 2 رط + مه زر 


/)16 + 1( 2 6 + )1()0.156( 
/)17( 2 6 + 6 
:/17 + 7/17 << 6 


0( 72 


٠١‏ وهحة عدف ودر ف وكاو كدعو نح ذ سرع سرع درورو رحس رودو قر لمرو سور عجر الفا روه سكسص 1/0 ا لك روج 
في هذا السؤال الجذر تكعيبي فيجب ان تكون المراتب بعد الفارزة ثلاثة وليس اثنان إذن نضيف صفر 
ليمين العدد فيصبح 0.120  -‏ 





0 
5 - 1/0.125 -ح (0.125)/ ح (ه)ر 


12 1د / 
ب ور 








كك كه لسمسسسشمم | 1 كد 1 525 / 
27 3)5/0.125(22 37/)0.125(2 - (0.125) / - ره / 
277 كك لد 21 
5) (3)0.25 
(ه) ' 7 + ره)ر, 2ت (« + ه) / 


/)0.125 - 0.005( 2 0.5 + )-0.005()1.333( 
/)0.120( 2 0.5 -5 


1/0.12 - 85 


تمارين |3 - 3] 
١‏ - أوجد قيمة © التي تعينها مبرهنة رول في كل مما يأتي : 
[3,3-] ع2 9 - ثمر ع (د)/ (ه 
١‏ - الدالة مستمرة على [3,3-] لأنها كثيرة حدود. 
-١‏ الدالة قابلة للاشتقاق على (3,3-) لأنها كثيرة حدود. 
-27+27--(3-)3(3-9-) - (3-)/ - (0)م (3 
0 -27 -27 - (9)3 - 3(3) - (3)] - (0) ر 
“. الدالة تحفق مبرهنة رول (0) ر, - (ه) زر 
مكار 5ك ارون 
يع وح 
3 دع ج 3 - 2م جه 9 - 362 جه 0 - 9- 2ع3 
(3,3-)ع 3ددع 
(3,3-)ع 3/- دع 





5 ف اطان 





3 ع‎ 0 5 ٠ 
غيداء طارق الشمري 2 2000 ف ”م‎ 


|2 2]ء* 2+3 - مر زم 
أوسع مجال للدالة /7١+0(‏ 
1 
7 
)١‏ الدالة مستمرة على | 2, 2 | لأنها معرفة ضمن مجالها . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على (2,2) 0 
5 - 4 + 1 - 


«0 - 


5 -2)222+5-4+1 - (2)م/ 

. الدالة تحفق مبرهنة رول (0) / 2 (0) / 
20 إرار 

كاك كاك 00 


نم [ه | دم 


2 
ا را / 
1 20 اكد 00 2 - د ب 0 ---2 
1 
(35,2) 16د 
2 


(1©6)2,2- دعم 


| الجا 4 - 822) - 0 / كه 
(١‏ الدالة مستمرة على [1,1-] لأنها كثيرة حدود 
”) الدالة قابلة للاشتقاق على (1,1-) لأنها كثيرة حدود. 
4 - 2(2-) - 3(2 - 1(2-) - (1-)/ - (0)/ 3 
ل كل عن 
ا ا (0)/ - )م 
(3(0)2 - 22 2 - (0) ' / 
دار عبن ا / 
(1,1-) ع 0 حم ج 0 جح ع4 أما جد 0 - (3 - 2ع)ل4) 
3 حع ج 3 - 5م ج 2-3-0 او 
(1,1-) © 3ددع 
(1,1-) © 1/3 دعم 
١‏ - جد تقربباً لكل مما يأتي باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة 
3 -+ 1/63 (0 
لكلل معز كك 0م كك ين اي كك زر 
2 ح 4 + ع ح 4ملا + ١/64‏ - (64)ر - (ه) / 


2 لت ال سك 00 
00 21/1 3 2 








: : وق : 
عيذاء ار 0 86 2*7 ف "م 





مستي ات ا _ ام ا لاسع” 
 2)8( 5 7‏ 64(2) 2/64 لان لفيا 
4 5 1 1 


وو و حي ري دان و م واد كه 
112 48 48 48 16 


(ه) "1 + رم)ر] ت رط + م)ر 
(1()0.083-) + 12 2 (1 -4م)م 
12-3 < (63)/ 


1/63 + 1/63 <2 7 


1.044) 3 + 1.04(3) (م 

ومو وح 1 

4 - 1+3 - :31 + :(1) - (1)/ - رم ر 

دروو رحد ووو هورم 

5 - 12 + 3 - 12)1(3 + 30102 - (01)']/ - (0)'/ 
(ه0) ' 57 + (ره)) / 2 رطع مه / 

(0.049)15) +4 ك 0.049 + 01م 

6 + 4 ع (1.04)/ 

)1.04(3 + 3)1.04(* 2 6 





1 
7 © 
كك 1 
و -م رحد تحر 





8 - »© فقط العدد الحرج الذي تحت الجذر 5 - 2 - ع - (8)/ - (0)م/ 
1 ع0 5( م/م 5 00 ' 
٠ 1‏ َ 0 اد كنا / 

8--- - 48 306 7 9024 7 501 جب - (8) / - (ه) / 


000 3 ار ل رار 
(0.0208-)(1) + 0.5 2 (1 + 8)ر 
8- 0.5 - (9)/ 


0-0 )2 


يو 20 


1 - 2 - (00)/ 
ل - (000م - (م)/ 
-- ار 


1-- 200 2 ع اك رم اثر 


ره) '/ 2+ ره)/ ت (« + م) ر 
(0.0001-)(1) + 0.01 2 (1 + 100)/ 


9 - - ج 0.0001 -0.01 2 (101)/ 


1 - م 








١ جد"‎ 


5 عي‎ 0 1 ٠ 
" غيداء طارق الشمري 2 7)) ف‎ 


7 
ل (6 


يمكن كتابة السؤال بالصيغة العشرية 5 يجب مساواة المراتب مع دليل الجذر فتصبح 060 


د حمست 

7 -ح 1/0.49 ع (0.49)/ - (0) زر 

حِ - د عد - (ه */ 

14 اك - 3 3 - - (0.49) '/ - (م) '/ 
(ه) "رط + (0)م ك (« + ه)] 

(0.01()0.714) + 0.7 2 (0.01 + و0.4) زر 

/ )0.50( 2 0.7 -+ +4 


4 - ل 


*- كرة نصف قطرها (661172)ظليت؛بطلاء سمكه (0.161773) جد حجم الطلاء بالصورة التقرببية باستخدام 
نتيجة القيمة المتوسطة. 














نصف قطر الكرة بعد الطلاء هو 272 6.1 - 0.1 + 6 
"ستسسيو 7 حجم الطلاء هو نفسه حجم الكرة . 25ر كك - (:17)2 :. 
7 (3::2) علد - (من) “را 
“عر عر4 ع (22) '7ا 
1447 ع 4)6(4 ح (6) 'ند ع () 'را 
(0.1()1447) ه (6)'مدم 
اند 





4 - كرة حجمها (2723 ج847 ) جد نصف قطرها بصورة تقرببية باستخدام نتيجة القيمة المتوسطة. 
4 
نجد 7 من قانون حجم الكرة 3-2-7 )17 
4 
3* ا ح 847 


252 
الكت ب 3ممر ج 4-3 ح :252 
41 
3 سس مرى 
١‏ 
1 
لي ل يس سيك 3 ح عر/ة - )م 
4 - 3/64 - (64)+ ح (0)» 
1 00 
كك كك / 
ا 200 


1 1 


2)58)) ا 210 0 5 00 








4ن 7 ارم )ةم 











: , م , 
غيداء طارق الشمري 2 كن 


(0) "57 + (7)0 2 رم + 0) م 
(1()0.0208-) + 4 > (1 - 64) 
4-8 2 (7)63 
ظ 2 - 7/63 
ه- وزاري 2017 / مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي طول قطر قاعدته فإذا كان ارتفاعه يساوي 
(2.987) فجد حجمه بصورة تقريبية باستخدام القيمة المتوسطة أو نتيجتها. 


نفرض الارتفاع 8 وطول قطر القاعدة 27 








00 ج257 - 7 - (27) 2 - 3(3) 2 - (م)را 


0 ا (32) - 0 ا 
7 تررك كار ار 
(0) 'تدط + (ه)م > (8م + ه)م 
(7 0.02()2.25-) + ع 2,25 - (0.02 - 7)3 
7 0.045 - ع 2.25 ع (17)2.98 

3 ع 2.205 3 





5- بين ان كل دالة من الدوال التالية تحقق مبرهنة رول على الفترة المعطاة إزاء كل منها ثم جد قيمة © 
[1,3-] 4 - 2« ) ح (:ت) [ (ه 
١‏ - الدالة مستمرة على [1,3-] لأنها كثيرة حدود 
؟- الدالة فابلة للاشتقاق على (1,3-) لانها كثيرة حدود 
6 - 2(4-) - *(1 -1-) - (1-)/ (3 
6 - *2(5) - *(1 -3) - (3) / 
(3)/ - (1-)/ *. 
1000 ()م/ ح (م),/ .. 
3 -4)0 - (02) '/ 
0 > زنير ل *(1 - 46 - ر(رع)'ر 
4 + [0 -ح 1(3 -ع) 4 
بالجذر التكعيبي 0 - 13 -ع6) 
وقرت حي وس سحي حو يجحواحية 





غيداء طارق الشمري 2+ 210000 ف » 


[1,1-] من - ثير ح (جر)ط (م 
-١‏ الدالة مستمرة على [1,1-] لأنها كثيرة حدود 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (1,1-) لأنها كثيرة حدود 
سي ري لي ارت 
حك ا را رك م 
(5)1 ع (1-)/ 
1 (0) 5 ح (ه)م 
0-0-7 د رام 
درم ال كار 
10ح م3 
وحوح جر ديفم 
(11-) ع ِّ 73 
(1,1-) ع 2- دع 


(١ 
© 9)3( ير ع‎ - 32 ]-1,4[ 


1 


ا ا - 
د 1.7 


ْ 1 
1- 0 
1 - < 0.588- - ج 3( 


|| 
إ+ 





١-الدالة‏ مستمرة على [1,4-] لأنها كثيرة حدود 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (1,4-) لأنها كثيرة حدود 
4 - (1-)3 - 1(5-) - (1-)0 (3 
4 - ©)3 - :4(2) - (4)و 
(0)4 > (1-)0 * 
. الدالة تحقق مبرهنة رول (9)0 ّ )0( 0 .. 
22-3 -ح (2*«) 0 
3 -ع2 -ح (©ع) 0 
,1-) ع 3 دم ج 3 - م2 ج 0 - 20-3 


|27 ,0] 1 05© 2 + :0521© ح (م2) [ (0 
-١‏ الدالة مستمرة على [0,272] لأنها مجموع دالتين مستمرتين 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (0,275) لأنها مجموع دالتين قابلة للاشتقاق 
3 >- (2)1 + 1 ع 0 و0 2 + 0 205 ع (05)0 2 + (200 0505© ع (0) /ر (3 
3 -2 +1 --(2)1 + 1 ع 2 05» 2 + ع47 205 ع (ع205)27 2 + (ع27) 2 205 جح (21) /ر 
(270) / ع (0)/ *. 
“. الدالة تحقق مبرهنة رول. () )/ ع (0) / .. 
0 5122-2 2- ع ( نم5 -)2 + (2)2 2 مذد - ع (2) ' /ر 
2-- ج |0 ع 5100 2 - 26 زه 2 - حت ن رزو 2 - 20 وأو 2- ع زع ) ' /ر 
[ لا يمكن الجمع لأن الزوايا مختلفة ] 0 - ع وزو + 1126ز5 
) - 51126 + © 005 51116 2 
0 > [1 + © 605 2] 51162 
2 ,0,7 دع جح 0 ح ع رز أما 
(0,27) © 27 ع © , (ع0,27) © ع ع »2 , (ع0,27) © 0 دح 


قانون ضعف الزاوبة © 05 6 5112 2 - 26 5111 








0 7 7 ف 2 ٠‏ 
غيداء طارق الشمري 2و 7) ف ” 
1- ع 
د 0 205 + 1 - ح عن و00 2 + ) ع- 1 + © 205 2 أو 
1 72 
اك ووم ان 
2 3 
1 
تكون 005 سالبة في الربعين الثاني و الثالث 605 ح 604 


ص21 1 
11 ( جم 0 سدم 2 | الكاذ 


(0,2) ع 2 »م ج 2 + ع, ح ء في الربع الثالث 
٠.‏ هم 0 21 سك 
رسكتي ا - 
- أختبر إمكانية تطبيق القيمة المتوسطة للدوال التالية على الفترة المعطاة إزاء ها مع ذكر السبب وان تحققت 
المبرهنة جِدِ قيمة © الممكنة. 
[1,2-] 2-11« ثير -ح («)/ (2 
-١‏ الدالة مستمرة على 1,21-] لأنها كثيرة حدود 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (1,2-) لأنها كثيرة حدود 
1 > ري /(3 


ميل المماس رار 

١‏ 541-66 __(1-/-(2)2 _ وهر حر6)ر/ 
ا 0 وناحه 0 ساس 0 
ميل المماس - ميل الوتر 

000552-2 

551 0-21 25-5 4ن 

2ك 2 2ك ر در ف ركع 

[1,5-] 5 + ع4 - كر ح (جد)ط (م 


١‏ - الدالة مستمرة على [1,5-] لأنها كثيرة حدود 
-١‏ الدالة قابلة للاشتقاق على (1,5-) لأنها كثيرة حدود 
4 - ع2 ع (2«د) / (3 
ميل المماسن ‏ 4 -20 -ح (عح)/ 
0 10-10 _ (1-1-(5) 1 _ (6 لرط) / 
6 5-5 0-0 
ميل المماس > ميل الوتر 
جا ايك 2 بنط تن 2ت 0 - 4ر0 2 


ميل الوتر 


[1,2-] - )و ه 
أوسع مجال للدالة هو 1١1-2(‏ 7 
550 


-١‏ الدالة مستمرة على [1,2-] لأنها معرفة كلياً ضمن مجالها 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (1,2-) لأنها معرفة كلياً ضمن مجالها 


غيداء طارق الشمرى 2 200 5 





1 (2 + )4 -ح (9)2 (3 


دك 2 
كت - (20-(2 + 4- - 00 'و 
ميل المماس ويح - 0) و 
١‏ اا ا ار ار رار > زمار 
ا سي سي ل ا 
ميل المماس - ميل الوتر 
به 
00 3 سوس د كط 
ا ا ا ا 
بالجذر التربيعي 4 - *(2 +دع) 
0025-2 


روتوك رعس كك ورك كم نا 
(1,2-) # 4- دع جه 2- - 2 + ع أو 


[2,7-] 72 + 2) ل - )8 07 
أوسع مجال للدالة 19 


-١‏ الدالة مستمرة على[ 2,7-] لأنها معرفة كلياً ضمن مجالها. 
؟- يحث قابلية الاشتفاق 








صصخي ٍ؟ٍىٍ©ٍ©ٍىب6ء6ٍصعجصٍصٍصٍ )حب 2 
ل ا ل 2077 0 13 + 2*) ع (ت) م 
ا ات ل ا 0 0 2 )2 - (8')2 
الل ون للك الا ا ا ل لل كت 2 - - )"8 
فترة السؤال 01 
نيح (ع)'8 
500 -<) / 
تكون الدالة غير معرفة عندما يكون المقام يساوي صفر وأن العدد (1-) يجعل المقام - 0 
”. الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 1- - م 
(2,7)له لاا 
“. الدالة غير قابلة للاشتقاق على (2,7-) لأنها غير معرفة ضمن مجالها. 
٠‏ الدالة لا تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة إزاء الفترة المعطاة. 
أسئلة التمارين العامة 
س/ استخدم مبرهنة رول ثم مبرهنة القيمة المتوسطة لإيجاد قيم > للدالة 
[2,2-] ع2 “عر - كع ح (من) /ر 


مبرهنة رول 
١‏ - الدالة مستمرة على 2,21-] لأنها كثيرة حدود 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (2,2-) لأنها كثيرة حدود. 






ل 2 7+ 


88 -2(216-)2ك22(4) كا (2ت)م 5١‏ 
16-8-8--04-2)2(2 -(10 
الدالة تحقق مبرهنة رول (2),/ - (2-)ر 

ره - 5ر4 ع (2) '/ 

ع4 - ث4 ع وع) '/ 

4 + [0دع4 - 43 

00 م 

(2,2-) © 0 حم أما 


ا كم كم سكم كه نك 1 ند قمار 


(2,2-) 16 دع 
ردكت 2527م 
(10,1-) دع 


مبرهنة القيمة المتوسطة 
١‏ الدالة مستمرة على [2,21-] لأنها كثيرة حدود. 
؟- الدالة قابلة للاشتقاق على (2,2-) لأنها كثيرة حدود. 


دك - 42,3 ع (2) '/ر (3 


متان الجماي ع4 د43 - وع) '/ 
1 8-8 _ 2-)/-©2/ _ )دهم 
ميل الوتر 1 4 2-0-2000 00 صلط 


ميل المماس - ميل الوتر 
4 + [0ح-ع4 د43 
7230م حوته 
30 212 )من 
(2,2-) ع 0 عع أما 
كه 2 دن ا شت 

(2,2-)ع 1ح 

3ك 0" 

(1,0,1-) دم 
س/ 5 + «4 - 0:5 - (2)/ دالة تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [1,5-] فإذا كانت 2 - © 
تنتمي للفترة (,1-) فجد قيمة ؟1[ ع 8 ,0 
الدالة تحقق شروط مبرهنة رول -» 1000 
4 - 2 20 - (2) ' / 
4 -ع20 -ح زع) / 
2--م.. 
0 
4 + |4 - 40 ع | 
1 -» 0 - 1 -1 
* الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ->» (6)/ - (0)/ 
[ نعوض قيم (1-) و (5) و 1 - 24 في الدالة الأصلية ] (6)/, - (1-) / 


2 


غيداء طارق الشمري 2 200 ف ”م 


5 + 45 - 1(52) - 5 + (1-) 4 - 1(2-)(1) 
5+ ؤ4 - 2ث ح ور + 4 + 1 
54-9 ح 5 
0 - 5- و4 2م 
0 ع (1 + م)(5 - () 
5 >م كت 0 > 5 تثز أما 





“ الفترة هي[1,5-] .. نختار قيمة 1- < ١85‏ يهمل ‏ 1- - مد 1-0 +5 او 
“. الفترة هي [1,5-] 
س/ متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاثة أمثال طول قاعدته , جد الحجم التقرببي له عندما 
يكون طول قاعدته (976112 .2) . 
نفرض طول ضلع القاعدة - 2 





الارتفاع جح م31 
حجم متوازي السطوح المستطيلة- مساحة القفاعدة << الارتفاع 
(22()3) - (8)ما 
5 1 - (3)27 ح 3)3(3 ح (12)3 ع (ه) ما 
ّ عيره سكورير نر 
رمحرنى و دترم وح رم بوحررى ف 
1 (©)'17 « + ( )17 >< (م + ه) ما 
0-0-7 (0.03()81-) + 81 2 (0.03 - 7)3 
ْ 3 - 81 2 (2.97) 17 


- 7 


س/ مخروط دائري قائم حجمه (723© 21072) جد القيمة التقرببية لنصف قطرءقاعدته إذا كان ارتفاعه 





(712© 10) 
نفرض ارتفاع المخروط /١‏ 3 
نصف قطر المخروط 1 
الحجم 17 1060 
ا 00 
ا ح ع 210 
ك1 شد زرك 25 للك 2 
107 2 
3 حمر 
0 يك زير م 


١/64 - 8‏ ع (64)م ع (م)» 





: : 00 : 
غيداء طارق الشمرى 2 7 ف ”م 





1 5 1 
1 03 2/2 حا ره 0-6 7ح 2 ) 7 

025))) 2 | 7 م - (1")02 
(57"')0 + (4) م ع رم + 1)0 

(1()0.0625-) + 8 - (1 -64) م 

0)63( - 8 -5 

0/63 - 5 





س/ إذا كانت 1 + 7/317 - (#8)لر جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة القيمة التقرببية إلى 
(1.01)/ 


105 +312) - 1 +2 1/31 - (2) ر 
2و0 1-5[ 1 1/3101 - (1)/ - (0)ر 
 )2( 000 1( 5 06000‏ / 











ش بككر -) 3 / 

000552500072527 31 ا 
0375 0 (5)16 5)2(4 (5/52) 5 8701 انا 1 > ارقا 
(0) 5/7 + (ه) / ت (« + ه2) زر 


/)1+ 0.01( 2 2 + )0.01()0.3875( 
/)1.01( 2 2 + 0.003875 2-2 75 





س/ باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة جد القيمة التقرببية للعدد ادل 











الال 
٠‏ 1 - 2 - 100 
ا ا ار 
1- كد 1ح إلى 
00 - - (*) / 
5 1 1 
8 ح سس سدس يلاس يسللسك تك (16)'/ ع يه)'/ 


8 (4)32 4)2(5 )4176 
(0)' 17+ (ه) ]/ ث2 رط+ مه زر 
(0.0078-)(1-) + 0,5 2 (1 - 16)/ 
8 لم 0.5 2 (15)/ 
8 هخ 1-(1/)15 





. ْ -7 
220-0١7‏ غيداء طارق الشمري 8 2*7 





س / هل أن ()/ تحقق مبرهنة رول على الفترة [5 ,4-] وان تحققت جد قيمة © 
[4,2-] ع2 1 


[ 2,5) ع عد وم -60/ 
-١‏ نبحث عن الاستمرارية عند الحد الفاصل 2 - 2 
4 - *2(4) - (2)] (1 
11 55207 4 - 4 - 8 - 4 - (4)2 - 4 - نه رونا الغاية من اليمين (2 
جح در 
ا ل 0 يمنا الغاية من اليسار 
10-7 


توجد غاية عند 2 2« د رطا ح رلا ٠.٠‏ 
() رضنا - (2) / (3 
“. الدالة مستمرة عند 2 - 2 وعند [2 < 12:2 وعند [2 > 12:2 
“. الدالة مستمرة على | 4,5-] 
؟- نبحث قابلية الاشتقفاق 
ري رك 5ك رار 
المشتقة من اليسار 4 - -(2)2 - (2)'/ 
4 - (2) '/ جه 4 - ع4 ع رن /ر 
المشتقة من اليمين 4 - (2)/ 
ل ا ل 0 
''- الشرط الثالث ‏ (6)/ ع (0) / 
6 -ح *(4-) - (4-)ر 
6 -4 -20 - 4 - (4)5 - (5)/ 
د 
الدالة تحقق مبرهنة رول ج - (05)/ - (0)/ .: 
2 - (2) '/ جد 2,ر ح (2)/ أما 
(45-) ع 0م جد 0 ع2 د 2 - زع ) ' [/ 
[غير 889[ ونيا ١‏ حا بهد  -‏ ) '/يحابه - (مر) '[/ ج 4 ج عره ع (د)ر أو 
س/ مثلث قائم الزاوبة طول أحد ضلعيه القائمين ضعف الآخر جد باستخدام نتيجة/مبرهنة القيمة المتوسطة 
مساحته بصورة تقرببية إذا علمت ان طول ضلعه الصغير (1112© 2.98) 
نفرض طول الضلع القائم الصغير 2 
نفرضنظوك: الضلع لك إن 0077 8 - 6 
نفرض مساحة المثلث / 0 
مساحة المثلث - > القاعدة * الارتفاع 
ل ال 
ورك د رم هر كك رم 
100 
6 - (2)3 ع (4')3 ع (0) '4 








غيداء طارق الشمري بدك 2227 ف ” 


(0) "4 5 + (4)0ى > رطم + ه) 4ل 
(0.02()66-) + 9 2 (0.02 - 24)3 
2 - 9 2 (24)2.98 

- 8 





إن من النتائج#المهمة لمبرهنة القيمة المتوسطة هي النتيجة الآتية: 
لتكن ثر مستمرة في الفترة المغلقة [5 ,4] وقابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة ( ,©) فإذا كانت 


115 
| 506 ا / ج (زؤبه) ع 2 0,9 < (2) ' ثر 10 
متزايدة 
اللسسنا / ج (طر,ه) ع,0 > (2) 27 


ا 
١‏ - نشتق الدالة أي نجد (2) ' 

؟- نساوي المشتقة للصفر 0 - (2)'“#ونجد قيم 2 

"'- نختبر قيم 7 التي حصلنا عليها من الخطوة الثانية .عللى خط االاعذاد ونبحث إشارة (2) ' / 
4 - تكون المناطق الموجبة هي مناطق التزايد والمناطق السالية هي مناطق التناقص. 


وحسب الأمثل الآتية: 

لتكن 2:2 ح (8)/ - 0217 جد مناطق التزايد والتناقص. 

/  )( نجد المشتقة ح‎ - ١ 

700 - 0 :/ نساوي المشتفة للصفر ونجد قيم‎ -١ 
212 - 0 دعر جح‎ 0 

"- نختبر قيم ‏ على خط الأعداد 0ع 0 0 > :3 


ل ا ل ممه مش ماشه 


0 < 2 نأخذ أي قيمة أكبر من الصفر وليكن مثلآً (1) 

ونعوضها في (2)”/ من ثم نأخذ إشارة العدد الناتج فقط 000 - تا 
(موجبة) 2 > (201 - (1) / 

0 > * نأخذ أي قيمة أصغر من الصفر وليكن مثلً (1-) ونعوضها أيضاً في (2)'/ ونستفاد فقط من اشازتها 
(سالبة) 2 - ([1[ )2 حرا -) / 

4 - نجد مناطق التزايد والتناقص 

حيث المنطقة الموجبة تكون منطقة تزايد نضع لها سهم إلى الأعلى والمنطقة السالبة تكون منطقة تناقص ونضع لها 

سهم إلى الأسفل 

*. منطقة التزايد ([0 < 1:7) 

منطقة التناقص ([0 > 172:1 





يد ا 8 


: 1 7-0 
م١‏ غيداء طارق الشمري 2 7) 


جد مناطق التزايد والتناقص لكل من الدالتين الآتيتين 


ثمر - كير3 + ععر9 ع (2) مر (0ه 


3 - ,6 + 9 ع (2) '/ 
3 + [322-0 -2]م + 9 جح 0 -ح (2) '/ 


3< لت 1- > بر لح ا د 
لاااااادددس ‏ )| الللإطإويهي ل .70 2 2()132(3805ت0) 
3 - ع« اج 0( ح عر - 3 أما 

اشارة (20) /[ << 3 سل او 


2-21 يز ك ن يزه 1 أو 
نختبر 1- 2 ,3 - 2 على خط الأعداد لنجد إشارة المشتقة الأولى وذلك بالتعويض لقيم مجاورة للعددين 
مناطق التزايد : (1,3-) 
مناطق التناقص : (3 < :12 ,[1- > 12:1 


غدل - دار زم 


2 
5د - 000 / 
ب - رد - 00 '/ 
0ك زر 
ك3 3 
1 2 / 
هذا < وم وح كىن رح حب جحي لا حوره 
وهذا غير ممكن 26  (‏ / 
. (*)'ثر غير معرفة إذا كانت 0 - #2 أي أن 0 - 2 عدد حرج 
1 نبحث إشارة () 7 عند العدد الحرج وذلك لعدم وجود قيمة صربحة ل , 
مناطق التزايد [0 < 3:3) ل 0 0 > 


لإ هد سإ لإ سإ لإ لإ سإ إن ممه ةم ششدسه 


مناطق التناقص !0 > 20 07 اشارة (1) ؤر لآ#ألرل 7« ' 


0 إن الكل ا الا دان الا 2 5 0ك لت 0ن 5 اكاك ف كس اد كك 3231 
لك 2 ل ف كك 





لاحظ في الشكل أدناه ان الدالة ()ث/ - 7[ متزايدة على الفترة (© ,©) لأن 0 < (7)'/ ومتناقصة على الفترة 

( ,©) لأن 0 > (2) 'ثر ثم تتزايد في الفترة (5 ,©) 

كما إن 0 2- '/ عند كل من 0 اعد مذ عور[ دد عور ين دير 

تسمى نقطة ([(6)/ ,©) نقطة نهاية عظمى محلية وإن (6)/ هي النهاية العظمى المحلية (0©,»ده/1 امعه١)‏ 
وتدعى النقطة ((0) /,0) نقطة نهاية صغرى محلية وإن (0)/ هي النهاية الصغرى المحلية (701(هذال! امعه1). 








: تاي 
ل © 27 


7 0 ع 0 
+ +4 +++ + + ململ سس سس ا و طأطه هه هه هو هوهي 
الل سدسم لح <<تتتتتخم 
إشارة (<3) '/ر 7 ا اسسسسلر 
تعريف: لتكن / دالة مستمرة على الفترة [9,5] وقابلة للاشتقاق عند © - 2 التي تنتمي إلى الفترة المفتوحة (8 ,0) 


فإذا كانت 
(0,ع2) ع علا : 0 > زع) ' / /1 

(© ,©) ع <” : 0 < رع2) ' / 

70 - 

فإن (©) /نهاية عظمى محلية 

(2,0) © « ' : 0 < رزع) '/ (2 

(© ,0) ع 2« ل : 0 > (زع) '/ 

0 > رع) / 

فإن (©) / نهاية صغرى محلية. 


ملاحظة | لاختبار القيطلة العظمىئ! والصغرى للدالة ثم بواسطة المشتقة الأولى للدالة نتبع الآتي : 


-١‏ نجد الأعداد الحرجة: وذلك باشتقاق الدالة ومساواتها للطظفر وابعتراج قيم »ر ومن ثم إيجاد صورة ع وذلك 

بتعويضها في الدالة الأصلية فتكون لديناً نقطة حرجة.مق الصيغة((2) /,:د) 

-١‏ نختبر إشارة (2)'/ وذلك بجوار العدد عر من«اليمين ««اليسار. 

- فإذا كانت إشارة ()"/ موجبة من اليسار وسالبة ملن,اليمينيفهذا يختي ان النقطة (()/ ,<) هي نقطة نهاية 
عد > و17 


2 
ل ل له 


آهيم سر 


- وإذا كانت إشارة ()/ موجبة من اليمين وسالبة من اليسار فهذا يعني ان النقطة ((:)/ ,) نقطة نهاية 





صغرى محلية 21 
بي 43 31 44 كد آذ د اكد لد اك 


مسلر ءا اله 


- أما إذا كانت إشارة (#)'/ لا تتغير من اليمين واليسار فلا يوجد للدالة نهاية عظمى او" صغرئ), محلية عندهتلك 
النقطة. 
جد نقط النهايات العظمى والصغرى المحلية للدالة ث/ في حالة وجودها إذا علمت ان 
*(2 - 2ه +1 - (8)/ (ه 
(2 - 2«) 2 - («) / 
0 - 0 ]/ 
0ك رك > كاد 
نك أن كت رك ندر 





5 م طر ا 
5 





1 4 3 8 2 : 

” غيداء طارق الشمري 2و 7) ف‎ ١ 

نعوض في الدالة الاصلية لنجد قيمة /[ 1 - 245 -2) +1 -(2)/ - ر 
نقطة حرجة (2,1) 

نبحث إشارة ()'/ لقيمة * فقط 0 


+ ل م م ب م 


اشارة (2) /[ "سس لل- 


مناطق التزايد ‏ 21 < :2 ) 
مناطق التناقص ([21 > 2:2 ) 
0 


“(2 - عه) - 1 - (ت) زر رم 
العامة المع لمر 


0 > (2*) / 
2 < 2 1 2 >2 . 
ومع ع لع كت ا 0 3 8 ا 
2 2 ا در 
اشارة (0د) " ١‏ "سس | كا امات كار 
الح 


مناطق التزايد 21 > 12:7 » مناطق التناقص [21 < 12:3 ٠»‏ (2,1) نقطة نهاية عظمى محلية 


242 + 2ر9 - ثذير - (ر) / 0 
4 -+ 182 - 324 ع (2) '/ 


4 < 1 4 1-2 ا 0 
ا 24 4 1111111 3 - [0 2 0 1 
#لضد و ضضل مك خط سعط اط سس 1 ٠‏ 5 1 5 5 د 2 2 0711 ات 007 
ا وويات " ١‏ مضخ 0 - 2-2 ع 


نقطة حرجة ‏ (4,16) + 16 ح برج 4 - ,ر ج 0 ح 4 - 2 أما 
نقطة حرجة (2,20) ك 20 - بر ج 2 ح ,ع ج 0 - 2 -2 او 
مناطق التزايد ( 4 < :2 ! ,[ 2 > << : ا 1 » مناطق التناقص (2,4) 
(24,20) نقطة نهاية عظمى محلية ٠‏ (4,16) نقطة نهاية صغرى محلية 





إذا كانت/ دالة قابلة للاشتقاق فى الفترة المفتوحة (0,2) فيقال عن الدالة / بأنها محدبة إذا كانت / متناقصة 
خلال تلك الفترة وتسمى مقعرة إذا كانت ثر متزايدة خلال تلك الفترة. 





و طارة 
ل 6 7 


ا 


منحني مقعر والمشتقة متزايدة (8) منحني محدب والمشتقة متناقصة (8) 


ملاحظة: المنحني مقعر في (8,5) (لا ©000©21) + المنحني يقع فوق جميع مماساته في (0 ,©) 


والمنحني محدب في (2 ,0) ((ال/لاهم 00221/6»©) + المنحني يقع تحت جميع مماسته في (0,7) لاحظ 
ال ال 





مبرهنة : إذا كانت تر معرفة في [2 ,9] ولهذا مشتقة أولى وثانية على ( ,0) فإنها تكون مقعرة على (0,2) إذا 

حققت الشرط الآتي: 0 < («) "/ لكل( ,0) © 2 

تكون محدبة على (5,©) إذا حققت الشرط الآتي: 0ي* (2) “4 لكل (5 ,0) ع ع 

خطوات إيجاد مناطق التحدب والتقعر ونقط الانقلاي: 

١‏ - نجد المشتقة الثانية ونجعلها مساوية للصفر ( إن أمكن) .ونجد فه8)ذ 

؟- نعوض قيم ‏ في الدالة الأصلية وذلك لاستخراج (056/ ومنلا تتكون نقطة (()/,) وتسمى نقطة 
مرشحة للانقلاب. 

- نبحث إشارة (#) ”/ وذلك باختبار القيم الاكبر والاصغر من 2 

* اذا كانت اشارة () "ثم موجبة فتكون منطقة تقعر. 

* إذا كانت إشارة ()"/ سالبة فتكون منطقة تحدب. 





7ف د الللكك 0 1055 إن تلت لشن لكي زم ك7 2 0017 0ك إن لاق (200) ند ) هي نقطة 





انقلاب 
مثال أدرس تقعر وتحدب كل من الدالتين : 
© #محبيت /[ (ه 
كي مس 2 بود حو 
2 - (*) / 
0 >(« ر/ 
لا يمكننا مساواة المشتقة الثانية للصفر لأنها عدد ثابت 2 
“. مباشرة نأخذ إشارة المشتقة الثانية . 0 < 2 ح (#«) ”كر (موجبة) 


.. تكون الدالة مقعرة دائماً» ولا توجد نقط انقلاب. 








ل ا 27 


7 ل ا ا ا ا ا ا ات ا ا 0 كت 
2 0 اك [إ ا كان 22-07 اك ل 0 ا 0 2 010 
ا ا ا ا ا ل 0ك 





مد - (ت) ] رم 
#دة - (م) '/ 
61 ح (22) / 
١‏ - 2 ”]/ 
نعوض قيمة2 في الدالة الأصلية 0 كن 2 
0 - برج :(0) - (0)/ - بر 
نقطة مرشحة للانقلاب ا) 2 
ا اال ا 0<« ى 0>#» 
إشارة (2)"'/ + م م44 8ك دده كرك ككرت 


سس ل سس ححححييييييححججب ‏ 


/ ١ لا‎ 


مناطق التقعر !0 < :172 ٠»‏ مناطق التحدب (0 > 1:7 
(0,0) نقطة انقلاب [ وذلك لان الشكل تغير من تحدب إلى تقعر أو العكس ] 


جد نقط الانقلاب للمنحني 1 +122-خ3222 - 35ر2 ح (مند) زر 


ال 4 7 0069 
- 00" , 12-6 - ين "م 


الت نت ا ل رن 
7 كترم تكد * 0 
يسح +( مد )د( 2( 
7 حب -- 2ت 5 - كك لحم - 2 
1 2 2 2 و 1( 
11- 1 
1 1 1 3 أ اع عر مد تصسشتحة: 21 سم 
0 1 0 نقطة مرشحة للانقلاب 7 6 (2,37) جه 
مسري 6 0-21 يك 


ل 00١‏ إشارة (8) / 


مناطق التقعر |2 < :) ٠‏ مناطق التحدب |2 > :د . (ُلت,2) نقطة انقلاب 


جد مناطق التحدب والتقعر ونقاط الانقلاب إن وجدت للدوال التالية: 


#عر - 5مر4 ع (مد) /ر (2 
وو ات و وات الحو( 

اح ووو ا يحو ين 
2 + [0 - *122 -24 
فيح 





غيداء طارق الشمرى 2 7+ ف " 
0 ع- زع - 2)2 
نقطة مرشحة للانقلاب ١‏ (0,0) ج 0 ح برج 0 -2 أما 
نقطة مرشحة للانقالاب 1ك وك و م يك رن 
و 2 (0,2) 0 0 > عن 


ععدعءع ةد عده ا لإ سإ لإ لإ هه لإ هه لمم مشمشه 


/ ١ ٠0 إشارة (2) '"/ م‎ 


مناطق التحدب (2 < :12 , (0 > :12 ٠»‏ مناطق التقعر (0,2) ٠»‏ (0,0) (2,16) نقاط انقللاب 


0 عج عد ' < + - )رم 


أوسع مجال للدالة (10 ٠١‏ 7 لأن الدالة كسرية 
2ك رار 


#-ي -1 - (2)”/ 
نك روك 
2 
ا () / 
[ وهذا غير ممكن ] 52-0 0 - جب ار 


)0( نضع فجوة عند 0 - 2 عند الاختبار على خط الاعداد ونختبر القيم الأكبر والأصغر من‎ .٠ 


0 ح عن 0 0 > عد 
مناطق التحدب ([0 > 12:2 +++ +++ ++ +4 6 0 


مناطق التقعر !0 < 1:7) اشارة (:2) "ل (0ل ١ ٠١‏ / 


لا توجد نقاط انقلاب لأن 0 لا ينتمي إلى المجال. 


14 -+2) -4 - زدام © 
3 + ع)4- ح (2) 7 
0 ح م) "م , 202 +م12)0- - (مر) ام 
2- ++ [0 - 2(2 + »)12- 
2- <# 2- 2- > بالجذر التربيعي 0 ح >(2 + عم 


اشارة (2) '"/ م «<4 نقطة مرشحة للانقلاب (2,4-) 


مناطق التحدب (2- < :2[,12- > 12:1 
لا توجد نقط انقلاب [ وذلك لأن لا يوجد تغير في شكل المنحني] 


9 7 ١ جد‎ 


: : 01 
0000 2+ 217) ف ” 





“عر - ع2 - 3 ح (2) ر (0 
و ل 0 


3--2م31 + شير ع )مم (6 
61 + 3ر4 - (2) '/ 
07 اند 57د روه سكم جام بيد 
6حبح وك يون 1 سحي مرحم دحم و12 
[هذا غير ممكن] ‏ # ثم كح 2 
وذلك لأنه لا يوجد عدد مريعه يساوي عدد سالب. 
“. نرجع إلى إشارة المشتقة الثانية ‏ 0 < 6 + 1227 ع («)"/ 
:. الدالة مقعرة في 8 ولا توجد نقاط انقلاب. 





بدلا من ملاحظة كيفية تغير إشارة “2 عند المرور بالنقطة الحرجة حيث 0 - (2)'/ فإنه بإمكاننا استخدام 
الاختبار التالي لنقرر فيما إذا كانت النقطة الحرجة تمثل نقطلنة نهايةعَظمى أو نهاية صغرى محلية» وذلك باستخدام 
اختبار المشتقة الثانية وكما يأتي: 
-١‏ إذا كان 0 > (6)"/وإن 0 > (6)"/ فإن / تمتلكإنهاية عظمى محليةيعند © ع ,1 
؟- إذا كان 0 ع (6)'كروإن 0 < (0)"/ر فإن / تمتلكوتهايةإصغرى مخلية عند © - 2 
*- إذا كانت 0 - (6)"/ أو (6)"/ غير معرفة فلا يطح هذا الاختتبار. 
يمكننا استخدام المشتقة الثانية في إيجاد نقط النهايات العظمى والصغرى وذلك بإتباع الآتي: 
-١‏ نجد المشتقة الأولى. 
١‏ - نساوي المشتقة الأولى للصفر ونجد قيم : 
"- نجد المشتقة الثانية من ثم نعوض قيم التي حصلنا عليها من الخطوة السابقة في«المشتقة١الثانية.‏ 
© فإذا كانت 0 < (2)"/ فإنها تمثل نقطة نهاية صغرى محلية. 
« إذا كانت 0 > ()"/ فإنها تمثل نقطة نهاية عظمى محلية. 
« إذا كانت 0 - (2)"/ فتعتبر هذه الطريقة فاشلة ونتبع طريقة المشتقة الأولى (الالغتبار علئ خط الأعداد). 
مثال باستخدام المشتقة الثانية ان أمكن جد النهايات المحلية للدوال التالية: 
1 -322 -<6 ح («د)/ (ه 


/[  )2( - 6 - د6‎ 

0 > (2«) ر 

1[ عوج 6 ع ع6 + () - :6 - 6 
6- - 0ت ] 


يسيك نيو 
* 0 - (0)1'/ ,0 > (1)”/ إذاً توجد نهاية عظمى محلية عند 1 - م 














. توجد نهاية عظمى محلية عند النقطة (1,5-). 


. , لطر / / 
ف ل تا 7+ ف ” 


/)1( - 6)1(- 3)1(2-1-2 


عو عه روي اسورويز :حزن تين ردسوو انع جوتو نوين تيون تمع دين دتعي 
يت د 9 ز [ 2 211227111112121 





4 
0 عد 23 , 2- غد - (:3) / )م 
> ووشرك ووركت ور 
عرق + 1 ع (2) '/ 
8 / 
تار 1 1ك رار 
بالجذر التكعيبي 8- - 3ير ج 8 - 3 + 1- - ب ج 0 - ب + 1 
22 عونا 
كد حك كح دروك كاعر 
24-4 - - (ر) "/ 





- مو" 


0 - (2-) '/ ,0 > (2-)0/ : 
“. توجد نهاية عظمى محلية عند النقطة (3-,2-) 


و9 - 4ر3 - ثير ع (مح) / 0 
62-9 - 326 ع (2) '/ 
0 > («) / 
2-3 عه ون تيرد 
اد عو 0 
0 ح- (1 +3()2 - 2« 
لع مكف (27-,3) جه 27ح روح 3 حير ىت 0- 3 يرما 
نقطة حرجة (30,5) د 5 وود 1-- ورج 1-0 داو 
6يحريوة6 حم رونم ندر 
00 2 1ن 2 قز ةم عدردية خرنا) زر 
*. توجد نهاية صغرى محلية عند النقطة (27-,3). 
9 2 0 ااا الى 


4 + 22) - 4 ح- (0) | (0 
حر كر 
4- ج [0 -ح 1(3 + 4)2- 

بالجذر التكعيبي ‏ 0-<2+1(3) 

نقطة حرجة (1,4-) ج 4 - برد 1- ع مر ج 0 - 1 + عن 
17 +12)2- - (2)"ر/ 





غيداء طارق الشمري 2 2*7) ف " 


0 - (12)0- -ح 15 +12-1- - (1-)"/ر 
“. هذه الطريقة لا تصح لأن الناتج صفر إذن نعود إلى طريقة بحث إشارة المشتقة الأولى على خط الأعداد 


مناطق التزايد !1 - < :12 » مناطق التناقص 11- > 1:7 1- <<« 12 1- > 
4 1- 0 0 م 1 و ل و 2ه 1 مدي د مد مو عر مسسدهه 
١ 00 ( |‏ اشارة (36) / الب" آذ 


الخلاصه 


من المشتقة الأولى نستطيع ايجاد: من المشتقة الثانية تستطيع ايجاد: 
١‏ -النقاط الحرجة. ١‏ -مناطق التقعر والتحدب. 
؟ - مناطق التزايد والتناقص ؟- نقاط الانقلاب. 
"'- النهايات العظمى والصغرى. 





. كل نقطة (#2,13) تنتمي للمنحني تحقق معادلة المنحني‎ ٠ 

٠‏ إذا كان المنحني يملك نقطة حرجة أو نهاية عظمكقٌ أو صغرك محلية فهذه النقطة نستعملها مرتين. 
١-نقطة‏ 5 للمنحني إذن تحقق معادلة المنحني. 

0-1 - (2)// عند قيمة2 المعطاة في النقطة. 


٠‏ إذا كان المنحني يملك نقطة انقلاب فتستعمل استعمالين 

١-نقطة‏ 3 للمنحني .. تحقق معادلة المنحني. 

0-1 - ()"/ عند قيمة « المعطاة في النقطة. 

ه عندما يعطينا في السؤال ان الدالة تملك نهاية عظمى أو صغرى محلية قيمتها عدذ معين فإن هذا العدد 
يمثل قيمة 7[ وليس 2 

عندما المنحني يمس المستقيم في نقطة مثل (2,17) فذلك يعني ان ميل المنحني عند قيمة د يساوي ميل 
المستقيم. 

حيث ان (ميل المنحني هو المشتقة الأولى عند نقطة التماس) 

- معامل 3 


معامل 0 





(ميل المستقيم - ( 


١ د‎ 


3 . ف يي 
١‏ غيداء طارق الشمري 6 7) 





عندما يكون المنحني ()/ يمس المنحني (9)3 عند نقطة التماس (2,[7) 
٠‏ ميل (0<) [ ح ميل ()9 > (<) '| ح (20) '9 عند ( 7 ,:3) 
مثال لتعن 0 عد عد , 5 + تير ح (26) / جد قيمة © حيث / © © علماً أن الدالة تمتلك نقطة 
انقلاب عند 1 - 7 ثم بين ان الدالة / لا تملك نهاية عظمى محلية. 
الدالة تمتلك نقطة انقلاب عند 1 - 12 
1 - + عند 0- )"7 : 
كيين رك رار 


0 كك رتر 
3 20 + 2 ح () "ر 


- ص , 2+5 - مم "/ 


20 
20 
0 0 
1 - - 40 ج 2- -ح 2040 ج 0 - 20 + 2 
1 
-- 2 - (23) / . 
يمكن إيجاد النهايات بطريقتين : بطريقة الاختبار بالمشتقة الثانية أو الاختبار على خط الاعداد 
سنجدها باستخدام المشتقة الثانية لوووك فروركت 0 


رك ري در 
- +22 ع (2) ' / 








ااااة 
“+ [ 0 - ج + :21 
لد ا لكي الطري اه لصحن وت دخ حي 
5 
00-0027 7 إل 
2 إإلأ 
2-5 - (82) / 
-5 م 2 0 2 2 55 كح 1- )ل , 
الج بدا 2-2 دي 2 - (2ج) 1 
َ 6 


109 77 اشر ذه ب ح بن ن الدالة لا تنتلك نهاية عظمى محلية 


عين قيمتي الثابتين 5 ,© لكي يكون لمنحني الدالة د + 2يرج + 3 ح :رز آنهاية عظمى محلية 
عند 1- -2 ونهاية صغرى محلية عند 2 - 2 ثم جد نقطة الانقلاب: 
٠‏ للدالة نهاية عظمى محلية عند 1- - 2 
0 - (2) [ . 
+22 + 324 ع (2) '/ 
5 + (1-)20 + >3)0-1(4 ع (1-)'/ 





غيداء طارق الشمري بت 21+57 


0 1ط م2 35 
للدالة نهاية صغرى محلية عند 2 - م2 
9 0 
نعوض2 ح :ر في المشتقة الاولى 0+ 0 + 3)2(2 -ح (2)'/ 
(2).. 3 - م ل نب4 + 12 
(1)... 3 
بالطرح 002 + 44 + 12+ 
0 - 90-60 
: : 3- 9- 
نعوض في (1) ل ال 


-م+(2) 3-2 
6- -ح ( ج 0 ع م + 6 ج 0 ع ز + 3 + 3 
لإيجاد نقاط الانقلاب نساوي المشتقة الثانية للصفر 0 - (2) ر 
نعوض قيم 0,7 التي استخرجناها في الدالة الأصلية من ثم نشتق المشتقة الثانية. 
6 - تيرد - قير - (0)/ 
6 -32 - 326 ع (2) '/ 


1 1 
لسار 1 007 2 ا 


ى متتفيييية 2 الل - نج 3 - برع د 0 - 3-ير6 
2 


مناطق التحدب| ‏ 0 » مناطق التقعر| + وما 


شت - 6 207 - (9) - 0 


مثال إذا كان منحني الدالة ع + 82:2 + 3ه ع ()ثر مقعر في [1 >2 :]1 ومحدب في 
(1 < :#) وبمس المستقيم 28 - 9 + 17 عند النقطة (3,1) فجد قيم الأعداد الحقيقية © ,1 ,2 


المنحنيى مق لقن | "4 دن 11 . المنحني يملك نقطة انقلاب عند 1 - 2 
1 <12 1 | ل 


01 ال الك الا ال 0 - )”م 


/ ' )2( - 3025 + 61 

+ 602 ح (2) "7 

م2 + (60)1 - (1) '"/ 
لجي)|0.-ط 60-2 
7 


: ! 0 
ل © 7+ 


المنحني يمس المستقيم 28 - 9 + بر عند النقطة (3,1) 





ل ل ال ل الس 
+ 3025 - (2) '/ 
(26)3 + >30)3(4 ع (3)'/ 
ميل المنحني 65 +27 - (3)/ 





52 - معامل 1 0 5 
يل المستقيه - جم 0 د د حان 
معامل 7[ 
0005-0-0 
3 + ]| 9- -ح 6 + 270 ... 
2 00 2529562 جل م90 
نحل المعادلتين 1 و2 بالحذف 
2* [ (1) د يد 
)2( ا ا 901 


عد و نم سماس حيرت جمدت 
3 - م هج 0 تخ + 3- د ( - ق + (1-)3 
51 (3,1) نقطة 3 للمنحني.. تحقق المعادلة المنحني ع + تير« + يوه ع (22) /ر 
نعوض 1- -ح هن, 3 -( ,3 - #, 1 ح مز في الدالة لايجاد قيمة ع 
0 
ك1 
ا 


مثال | إذا كان للدالة © + 322 + 5زم ح (8)م نهاية عظمى محليّة تساوي 8 . ونقطة انقلاب عند 
1 -2 فجد قيمة 7[ © ,0 
الدالة تلاك" كة"انفادق 1ع ١1‏ عوعر 
0 - (7)1/:. 
ا 000 
6 + عده6 ع (2) "7 


0 ع (1)”/ , 6+ (62)1 ع (1) "7 / 
1 -- 1 ج 6- -ح 61 + () ع 6 + 60 


بالتعويض في الدالة عي كير ل ورخرت, ريرم 
للدالة نهاية عظمى محلية تساوي 8 8 - بر,0 - (2*) / 
2 تت / 
0ن ل ا 3257 جزاطك 0س 6-5 1 1 
جح عر 
او قيمتها عدد معين هذا معناه قيمه بر وليس ع 3- ج 0 -ح 2زم + 32- 


مس ح وير 








غيداء طارقا الفدرة 5" كر 


ا- 00 
ل 


2002-2-2 0-2 0 > عدر 


ا ا م 1 لإ لإ لإ مإ مإ مإ مإ مإ مإ ا د ا 


إشارة 1 
يي" م2#2د#2ا لله ِ رة («) كر 


مناطق التزايد (0,2) » مناطق التناقص !2 < 2:2! , [0 > 1:2 
. الدالة تمتلك نهاية عظمى محلية عند 2 - 7 >> (2,8) نقطة 3 للمنحني اذن تحقق المعادلة 
ع + 4ر3 + قير - ع (م2) /ر 
ع + 3)2(5 + 02(3)- -ح 8 
5 52 
4 - م دم + 4 ع ق 


1ك ورك راك اتنداون ان 


تماربن [ 4 - 3] 
١-لتكن‏ 5 + 62 - 22© ع (82)ث/ر حيث ان / © 5 , (4,8-] »ع »© جد قيمة 3 إذا كان 


أ -بالدالة محدبة. ب- الدالة مقعرة 
أ- م الدالة محدبة 
ادا لي ”0 
6 - ج20 ح (2) ' / 
50ر0 در 
تكون («7) '/ سالبة عندما 4- ح 0 4- دح عن ..:. 
ب- 0“ الدالة مقعرة 
لع اا يو 
6 - ج20 ع (2) ' / 
20ج كاري زر 
تكون (27) "/ موجبة عندما 8 - 0 8 - 0... 
"-إذا كانت (2,6) نقطة حرجة لمنحني الدالة 4( - ©#2) - » ح (8)/ فجد.قيمة/ ع 028 وبين نوع 


النقطة الحرجة. 
الدالة تملك نقطة حرجة هي (2,6) :. نستفاد من النقطة (2,6) كنقطة 3 للدالة اذن تحقق المعادلة 
وايضا المشتقة الاولى تساوي صفر عند 2 - 2 

"“الدالة تملك نقطة حرجة امم 8 

“(م - )4 - 00 '/ 

اروحم ل جوت ا نجحجبتحيويهيدب 

ل ل ل 1 ل دشا 

بالجذر التكعيبي ‏ 0 3( -2) 

0 م ع2 

ميجير 


00-0 غيداء طارق الشمري 2 217 ف ” 


نعوض قيمة 2 ح 5 في الدالة الأصلية (ول دوسي («لسحيوو) حونو ررحو ( و2 1 
'(2,6) نقطة تنتمي للدالة . تحقق معادلتها نعوض 2 2 , 6 -7[ في (1) 





2-14)-0 -6 
6 >0 عدن >6 

لبيان نوع النقطة الحرجة (2,6) نبحث إشارة المشتقة الأولى على خط الأعداد 
14 - 6 4- - زر '/ 


؟ 2 1 





*-إذا كان +ع + #مرط يد 23م ع )يمر , +12 - 1 - (9)2 وكان كل من 9,/ متماسان عند نقطة 
انقلابالمنحني / وهي (11-,1) جذ قيمة الثوابت 1/1 © © ,8 ,© 
” () /,()9 متماسان >> (9')82 - (2)"/ر عند نقطة الانقلاب (11-,1) 
2 -ح (ر)ن , ع + جرت 2 + 2:م3 ح (ر) زر 


نعوض 1 - 2 2- جع + برط 2 + 301:4 
2 حع + (22)1 + 30)1(5 
201252 رزك ]| ياد 


0 
1 - 2 عند 0 ح- (ع) "ر .. 
ع + عوط 2 + 3622 ع (2) '/ 
+ 602 ح (2) "7 

2 + (1)ه6 - (1) "/ 
603528-02 
ان 1 ون 
(11-,1) نقطة 3 للمنحني / .. تحقق معادلته ‏ «2زء + 2عرم + 3جم ع (2) تر 

(2)1 + >5)1(4 + 0)1(3 ع 11- 
(03... ا مط قله -11- 
(1)........ع + م2 + 30+ - 12+ 


تن 2 1ل 
بالجمع | 5 0-35 


نعوض في( )4‏ 1 -0 .. 
9 1-2-0-5 رك 1ك 12 
شرك دن ف (5) 11- حع + 1-3 

لكان رك نمم حا كك م خم رارح كام عه وى 


١ 3 






20-6 غيداء طارق الشمري 2 2227 ف ” 


؛-إذا كانت 6 تمثل نهاية صغرى محلية لمنحني الدالة © + 3م - 32 -ح (8)/ فجد قيمة 8 © © ٠»‏ ثم جد 
معادلة مماس المنحنى فى نقطة انقلابه. 
آآآ 127( 0 - )"6 
6257 رار 
3 +01 62-322 
0 - م -2)2 جح 0 ح 2ير - 212 
0 2 أما 


2 1ك 0 كك 0 در 


3-2 يو (0,2) م 0 >2 
ساس ساس مس ساس سا شاه ا لإ م مإ ب مإ بإ ملم مإ به ساس ساس ساس سا شاه 
يبلل اها بج لل سس ل -###2###### بط 

ييحي | جسرهال ي-”" إشارة 00 '/ 
مناطق التناقص [2 < 1:3 ,[0 > :13 ٠‏ مناطق التزايد (0,2) » عند 0 - 2 توجد نهاية صغرى محلية 
. (0,6) تمثل نقطة نهاية صغرى محلية. 
* (0,6) 3 للدالة .. تحقق المعادلة م + قمر - 326 ع (22) /ر 

6 دم جم + 0(3)-3)0(2 -6 

ملاحظة: لايجاد معادلة المماس يجب إيجاد نقطة التماس والميل وان نقطة التماس هي نقطة انقلاب. 


لايجاد نقطة الانقلاب حبري / 

2 - عر6 ح (22) زر 

6 - 6 ع (22) زر 

0-0-0-3 0-2 2 010 0ن 

نقطة الانقلاب وهي نقطة التماس أيضاً (1,8) ج 8 ع 6+ *(1) - 3015 - (1) / 
لايجاد الميل نجد (1) ' / 


2 - ع6 ح (2) / 
وس7خمر#سح 1 تج ممح ج11 
( ,د - *) 7 ح ربو - 37 معادلة المماس 

3-3 > 8 عابر ك (1 دن 3 > 8 - رن 
معادلة المماس 0 5 +/3-1 ج 0( - 8 + 3 - بز - 321 


ه- إذا كان مرح + 2م + 3ه ع (2) كر وكانت/ مقعرة 1 < 2 ا ومحدبة 1 >2 وللدالة انقطة نهاية 
عظمى محلية هي (1,5-) فجد قيمة الثوابت *1 ع © ,8 ,0 


الدالة م مقعرة 1 < 6لا ومحدية 1 > تدا ا ا ا 


1 <2 
لك رنة قلاف تقطلة انمرحت 512 كام إشارة (20) '/ ب انقلاب ١‏ / 
0 - )”0 


© + عرط2 + 3022 ع (2) '/ 
8 + 602 ح (2) ”/ 


غيداء طارق الشمري 60 2+7 


حك ك1 1 
(1)....... ... ... 0 ع 5 عد 30 





للدالة نقطة نهاية عظمى هي (1,5-) :> 0 - (1-)'/ 
ع + عوط 2 + 3022 ع (2) '/ 
ع + (1-)25 + 30-1(45 ع (1-)'/ 
ع +28 -304 ع (1-) / 





ل 5 
دك ان اح شن دده 

مزع + دعر[ + 5يره ع (م2) /ر 
(31-)م + جرعلا + 1(3-)0 ح 5 
(3)... .6ط + 0- - 5 
0 كم فى ولد 
00 0 بدت 250 
5 4( 5200 5 - 20 

بالجمع 1 0 + 30 
نعوض في ١‏ 1 3 55 5 


نعوض قيم 0,2 في (3) 3 - - م ج ( ع + (3)1 
8---2و1-55525-595 2-2 0-525 235(52) 22 ]1 )كك 
9 حدم جح 5 4 حدم جب 


١‏ لتكن 0 ع « 2١10(,‏ ء 4 5 تير > ودر برهن ان الدالة م لا تمتلك نهاية عظمى محلية 
1 عم - ثم ع (مت) ر 

متيو اديرد درزيو تر 

#ر» [0 ح جك + 22 ج 0 - (06 '/ 

بالجذر التربيغعي ‏ 44 - تير جح م - 3ر2 جح ( ح بن ل تير 


- 
-52 
ا - 
2 
ا رار 


سح كه 
و ص كسان اكه 
0 


الدالة تملك نهاية صغرى محلية ولا تملك نهاية عظمى محلية <2+4-6 - 


للبحث عن النهايات من المشتقة الثانية 












” غيداء طارق الشمري 2 17) ف‎ ١6 


"- المستقيم 7 - 137 -3 يمس المنحني © + «ط + “2ه - 7 عند (1-,2) وكانت له نهاية محلية 


3 


2 جد قيمة 1 > ©) ,0,8 ؟ 
المستقيم يمس المنحني > ميل المنحني - ميل المستقيم 
2 - 1 عند 5 + ه20 - (2)'/ ح ميل المنحني 
ميل المنحني ‏ 5 + 40 - 6+ (22)2 - (2) / 


حرم ]| دم 


عند 





حتحه عشت سرون وه 
وسح تن 0 5 هه 
ميل المنحني > ميل المستقيم 
30-35022522225 4 


(1-,2) نقطة 3 للمنحني 7[ .. تحقق معادلته ‏ © + عزوط + 22م ح بر 
ع + (5)2 + 0)2(5 - 1- 


درم بن لحن - 
٠‏ للمنحني نقطة نهاية محلية عند 2 ح © 
0 1 , 
ا 
5 + ج20 ع (2) ' / 
1 امم 
+ ©) »2 - (ع) / 
1 , 
ا 
)03 .. 0 ع 8+ 0 
بالطرح (1)........ 3+ - + 4+ 


10 رق لق كله دار ك2 كارك 


نعوض قيم 7 , 0 التي حصلنا عليها في (2) كردن وحصر كت كع 
عه رت 2مد:(1) هبح مله 
ع + 2 - 4 ع 1- 
ل ا د د ف ا كل ا لا 


سؤال وزاري' جد معادلة المنحني مده + “مدط - 3ه - («)/ حيث النقطة (4 ,1-) نقطة انقلاب له 


ميل السام 5 215 امب 0-14 


../)-1(- 1 

عند 1- عر 1 دون رف كيو 3 
1 ع +(1-)25 - >1(5-)30 

ا رو ل 3 


” (1,4-) نقطة 3 للمنحني .. تتحقق المعادلة 
رمع ردنررت نو ك رركن 2ه 


! ظ 7-7 
غيداء طارق الشمري 8 2000 





اا 12 اام 
بالجمع (1).......... ...يخ + 25 + 30 - 1 
0 ا م ا 5 
(1,4-) نقطة انقلاب للمنحني 
رم 


© + 25 - 3022 ع (2) '/ 
87 - 602 ح (2) ” / 
6-(1-)602 ح (1-) زر 
2-2 )| 2-0 +607 


(4 اميس :كم لك 50 
بالطرح (3)....... 5+ عق + 20+ 


نعوض في  )4(‏ 5- - 0 
0-0 1 رود 
نعوض قيم 7 ,0 في (2) 00-5 0 25 
6 -5-15- 4 صصح (15) -(5-)- - 4 
4 حدم جح ع -ح 10 + 4 
برك 2ر5 ]ك1 رركت :كت ريز رن 


والدالة متناقصة بالفترة (1,3-) والمنحني يمر بنقطة الأصل وميل المماس له عند 2 - 2 
يساوي (9-) جد قيم ؟1 ع © ,2 ,0 


3 < من (3 7 -2) 1- >2 
يبنا ا سا بال )ححببيجيي 
آ#أ لل 3 اإللد- ا#آ#ذ#ا 


*. توجد للدالة نهاية صغرى محلية عند 3 - 7 ونهاية عظمى محلية عند 1- - 12 
0 -(3)/ 
© + عرط2 + 302:5 ع (22) / 
© + (28)3 + 30)3(5 ع (3)'/ 
ممم ل ل رت ا 2 
0 > (1-) / 
ع + (1-)25 + 1(45-)30 ع (1-)'/ 
ع + 28 -30 ح (1-) / 


)2( ... 0 حتكد+ 28 - 30 
بالطرح (0.....)1 6+ مّم + 270+ 








ل ك» كر 
8- ج [ 0 -.887--240- 


ل اك وراك 0د 
ميل المماس عند 2 - 2 هو 0- 
و - (2)'/ . 
ع + (2)2 + 30)2(5 ح (2)'/ 
(4).... ...6 9ح ع م + ويك + 120 
بالطرح لسوسموون نت 5 6 + 30+ 


3 - [9- - 6 + م9 
/ 05 11-0 
بالطرح 01 يا 


نعوض في  )5(‏ 3- -( 

1س در 5 دين و جرم عدو حرك بن 3 بد وجحركت م كين 3ر3 صردارر ذا ج) 2 درن 3 
000000 

راسم كا ل زرا كت ل د رو ل لل ل ل ري م 


س/ إذا كان المنحني 2ح + 2م - 23 - (2) ايمر بالنقظة (2--,2-) وكانت للدالة نقطة انقلاب عند 

1 - 2 جد قيمتي 1 ع ,© ,5 ثم جد نقطة النهايية العظمق 
ور سد 2220) ررضو زو ركه وه ورا لدع ولي 

ا 2 0ك 205 

ول رو كو كد رك 

2 حك اقرلد د اك ك0 

د 
للدالة نقطة انقلاب عند 1 - 2 جه 0 -ح (1)'/ 

رو رار 

20 - )6 - (1) "/ جح 25 - 6 - (©) "/ 

كك كك ل كك 2 1ك كم 

9- دح جد 3-6- ع مدن + 6 - 3- جح م+ (2)3 - 3- 

2 لك دير كك رير)ر .. 

لايجاد النهايات ار 

62-9 - 326 ع (2) '/ 

312-62-9 - 01+ 3 

2-0 كير 

-(2+1)(ة3 -عم) 

نقطة حرجة (27-,3) ١‏ 27- ح برج 3 - برج 0 - 2-3 أما 

م 5 برج 1- - بم دج 0 -1 +2 أو 





غيداء طارق الشمري 2 7++221: 





2-3 3 (1,3-) 1- >2 
سإ سإ سك ملك سأك سك مسإ مإ سل سإ ا ل ل 


ل ل ل ب | و 
إشارة )1م 7 سر | ييح | سس 


مناطق التزايد !3 < 12:2 , [(1- > 172:2 » مناطق التناقص (1,3-) . (1,5-) نقطة نهاية عظمى محلية 


س/ جد نقطة:الانقلاب لمنحني الدالة 2 - 3 - 23 - (#)م ثم جد معادلة المماس لهذا المنحني عند نقطة 


٠ 
يها‎ 


اثقلابه. 
3 > رن 1 
61 ح () 7 / 
مرشحة للانقلاب ‏ (2-,0) ج 2- -ح برج 0 - يرج 0 - بر6 
0 < عن 0 0 >> عن 
+ ب بج ‏ اجها+4 م 


“ا تت 
إشارة (0) "2 د ١‏ / 


مناطق التقعر (0 < 12:7 » مناطق التحدب ([0 > 12:2 ٠‏ (2-,0) نقطة انقلاب. 
ميل المماس عند (2--,0) هو المشتقة الأولى عند 0 - 2 


(0)”/ - م 
32-3 ع (2)'/ 
3 -(3)0 - (0) / 
3--17 


(0 -ع)3- -ح 2 + بز + ( ,2 - 2) 7 ع ربو - رو 
معادلة العماق 25207 عد رز عد مر3 :25-23 ند روا 


٠ 3 1 0 3 4. 1-1 5‏ 
كانت ل آ كان للداله نقطهة نهايه صء 5-5 
س/ إذا كانت ررم در (3)ث/ وكان للدا نهايهة صغرى عند (-- ,0) جد قيم 14 © ,ط ,© وإدا 
كان للدالة نهاية عظمى ما قيمتها ؟ 


/ )©0 للدالة نهاية صغرى عند (2-,0) >> 0 ح‎ ٠: 
الف اده 1م 0 رطس عه > تي ور‎ 
ل -- ربن زر‎ 0-77 


5(2 + (0)ه + 60 سار 
0 + م 5 
02 ح- (0) / 
(1) 0 0 -+مه 2ن .[0 مد 
(3 - ,0) نقطة 3 للمنحني .. تحقق معادلته. 
0-1 1 


22  )0(2 + 0)0( + 


: : 0 : 
غيذاءاظارة 0 8 27 ف م 





: : 1- 1 
نعوض في(1) فك د ا ردم 
2 ح 4 جح 0 ع م + 2 
در 
ل لسار 
(2 -1()2 -2>2) - (2()1 + ع2 - شهم) : 
2 + ع2 - 2ن) لسار 
ع2 +26 + 62-28-2262 1 
2 22 20262 ك1 ررك بر 
2 2 0 
عدت 0 21 
7 + عر3 - 2«) ار 
ا 
06 - م -2)2 جح 0 - 2ه دن - لدت 
عي 5 عد 2(2 + 2# -2ع) 


1 5-1 1 
2< 20 (1,3-) نى 0>#» 3-,0) جع ل - برج 0 ح بر أما 


010 و لل 55" لالح اك كل 0 0001 
ظ 2 حت 
للب" سسا 0-0 )6 
1 ال 
س/ أثبت انه لا توجد نقطة انقلاب للدالة ‏ 2م ب:4 - (2) /ر 


<بز جد .رج 0 -<ع - 2 أو 


2 + 3ير4 - (ن) '/ 

2 + 1225 ح (2) '/ 

لوحو وكا 

م » كدح تيرد 2- - 122 


“.لا توجد للدالة نقط انقلاب. 





خطوات رسم المخطط البيا 


5 
4 
0 
٠ 


: نجد اوسع مجال للدالة‎ - ١ 

- إذا كانت الدالة كثيرة حدود فأوسع مجال لها هو '/ 

- إذا كانت الدالة كسرية لاوس أمجال لها هو |اصفار المقام ١١!‏ 79 

- إذا كانت الدالة جذرية فنأخذ المقدار تحت الجذر ونجعله اكبر أو يساوي الصفر ( 0 < المقدار 4 ومن ثم 
نحل المتراجحة فيكون أوسع مجال للدالة هو الفترة التي استخرجناها. 

؟ - نبين نوع التناظر: 

وذلك بإيجاد صورة (7-) : اي نعوض (2-) في الدالة. 






: ' )2 
ه6١‏ غيداء طارق الشمري 2و 7) 


- فإذا كانت (08#2/ ع (-)/ فهذا يعني ان المنحني متناظر حول محور الصادات. 

- وإذا كان (*)م- - (-)/ فهذا يعني ان المنحني متناظر مع نقطة الأصل. 

*- نجد نقط التقاطع : 

وذلك بجعل 0 - 72 ونستخرج قيم [ 

ونجعل 0 > 7[ ونستخرج قيم 2 

4 - نجد المستقيمات(المحاذية الأفقية والعمودية في الدوال الكسربة فقط : 

وهي مشتفيمات وهمية يسير منحني الدالة بموازاتها وهناك نوعين من المحاذيات: 

- المحاذييجالعتؤدي الشاقولي: وهو يوازي محور الصادات 0 - 7 وهي قيمة 2 التي تجعل مقام الدالة - 0 

- المحاذي الأفقي:ه(أقو المحاذي الذي يوازني محور السينات ومعادلته ‏ - 7[ وهي قيمة 7[ التي تجعل مقام العلاقة 
(17) / - 2« يساوي 0 





ع1 - 2 05 
حو ل : 6 
1م ( 
لإيجاد المحاذي العمودي نجعل المقام - 0 1 دمر جح( -ح ] عن .. 
لإيجاد المحاذي الأففي يجب تغيثر الدالة بدلالة رز وليس *« أي ان (7)/ ح- 2 
1 عو ت2 
خاصل ضرب الطرفين 2-1 ح (1 - )1 
توزيع 2-2 ح 7[ - 11 
نجعل الفيم التي تحتؤييغلى 2 في الطرف الايسر 7د + 2 ح عن ل عدر 


5 2+7 
١‏ هها ختتت > 
لقم علوي ماديا | 1 57 
الآن أصبحت الدالةة كل (007/ ح عر 
0 -المقام ) - 1 + [ .. 


ا ا 
معامل اعلى قوة ل(2) في المقام 


يمكن ايجاد المحاذي 2 السريعه وحسب 





ع2 - 3 








-- - 7و (1© 

المحاذي الأفقي 0 1-- ل 
سب ح 37 .. 

سي - )م مده 


البسط عدد ثابت اي لا وجود ل فى البسط .. المحاذي الافقي 0 ديرج در 


9 ١ جد‎ 






3 . ف يي 
١6‏ غيداء طارق الشمري 6“ 7) 


ه- نجد مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى والنقاط الحرجة من المشتقة الأولى. 
ونجد مناطق التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب من المشتقة الثانية. 
5- نجد نقاط إضافية ان احتجنا لذلك. 


١‏ - نرسم منحنيى الدالة. 


ارسم بالاسنتعانة بمعلوماتك في التفاضل منحني الدالة فيوت ريو ر 
١‏ - أوسع مجال للدالة هو 18 
-١‏ نقاط التقاطع مع المحورين أ- محور الصادات 
00خ ويت:ويذي0 خير 
ب- مع محور السينات 
(02000 تحجورك: 0 بح د روك محر 
"- التناظر: نعوض (2-) في الدالة الاصلية 
2ك 2ك دك كار 
. المنحني متناظر مع نقطة الأصل 
- المحاذيات: لا توجد محاذيات لأن الدالة ليست كسربة . 
ه- النهايات ونقط الانقلاب. 


*د5 - 00 '/ 
نقطة حرجة ١‏ (0,0) ج 0 - بر ج 0( -ح بر ج 0 - 51:4 
0 < عن 0 
ل ل م سس سس سيان 
اا 


مناطق التزايد !0 < 12,7 ,(0 > :1 , (0,0) نقطة حرجة لا تمثل نقطة نهاية. 
3 -ح (مت) "زر 
نقطة مرشحة للانقلاب (0,0) 2 0 - برج 0 - برج 0 - 20:3 


0 < عد 0 0 > عد 
+++ + بي ! 300000 


اشارة (*) / 
مناطق التقعر [0 < 7:2 0١‏ 
مناطق التحدب (0 > 12:3 ٠»‏ (0,0) نقطة انقلاب 
5- نحتاج نقاط إضافية : اذن نفرض قيم ‏ عن يمين وبسار (0) ونعوضها في الدالة الأصلية لاستخراج قيم ( 


ملاحظة : إشارة (2) "ل تبين لنا اتجاه المنحني وإشارة (2) "ل تبين لنا شكل المنحني 





ا ل ١ن"‏ ا 0 





ارسم بالاستعانة بالتفاضل!منحني الدالة 4 + 322 - ثمر ح بو 
١‏ - أوسع مجال للدالة هو ؟/ 
؟- نقاط التقاطع : أ- مع محور الصادات 
(0,4) ج 4 ع بر ج 0 ع عر 
10د روح در تك رز 
"- التناظر: 

ل 10 
4 + 31 - 35 - 
(0) / عد (د-) / 
رار 

4 - المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست كسربة. 
61 - 324 ع (2) '/ 
و00 اح ( -ح بر2 - 2ير حت 3 + |[ 0 ح بر6 - 31:2 
حرجة (0,4) ج 4 ح بر ج 0 ح 22 أما 
حرحة (20) خخ ل كتارودكت: 2 ديز ك0 د22 كيين أو 


0 دعن 2 (0,2) 0 >عد 
سك سإ سإ سإ سإ سإ لإ ساد سك لق تلاق اتأداة لذ لالظ داك يف للا 0 
إشارة (#) / 


767صبن سس سس يي با لمطلمعت؟ه 
مناطى الأرايا م 2 ل يد 0ك دين ار بيد اع 


مناطق التناقص (0,2) ٠.‏ (0,/4) نقطة نهاية عظمى ؛ (2,0) نقطة نهاية صغرى 





/1 0ن‎ 3 : ٠ 
2227 2 غيداء طارق الشمري‎ 


0-5-1 037621 5ن درم داو جوم دار /) 
1 < 1 >2 0 
00 1 مرشسحة للانقلاب (1,2) اص- 2 حّ (1)/ - 1 
#لاسسسسسض تت الاتتتتتتلطتطتت0تس7تس7طسطتطتكتت 


0 ٠ظ‏ م إشارة () "/ 


مناطق التقعر [1 < 172:7 » مناطق التحدب [1 > 12:2 » (1,2) نقطة انقلاب 


00,4( 





مغن | بالاستعانة بالتفاضل ارسم منحني الدالة 








32-1 
2 - (ع0 / 
١‏ - أوسع مجال للدالة ارح سح 0 د د م 
52-1 
ب - مع محور السدٍ 0) - 32-1 جح 0 دون حور 
رداك ددرك اد ورد 
) 0 2 1 1 


“"- التناظر: ٠:‏ 1 3 لمجال الدالة لكن (1-) 3 لمجال الدالة 
“. المنحني غير متناظر مع محور الصادات او نقطة الأصل 
5 - المحاذيات : أ- المحاذي الشاقولي 
المحاذي الشاقولي 1- - ج 0 ع 1 +2 ج 0 ح المقام 
: 52-1 
ب- المحاذي الأفقي - 5 

1 -32 -ح (1 + )ره 

1 -32 ح رز + بررر 





يمكن إيجاد المحاذي الافقي حسب الملاحظة 








3 معامل اعلى قوة ل(:) في البسط 2 ا 4 
1 معامل اعلى قوة ل(2) في المقام . 1-1و 
7د 


المحاذي الأفقي 3 ح برج 0 - 3 - برج 0 - المقام 


20 ل 


7 1ش) 





83 - النهايات ونقط الانقلاب 


32-61)-(2+1()3) 5 
(32-12()1) خا - ومو 1 


22+14 
0غ 232+3-35+1 00 
-0 - لقاع لاحم ا 202 2027 العاف كم ارم 
, 22 5-5 2 !ل 
ا شت لكان 6ك 2 00 520 . _ ْ 3 0 
اص وس ل نس و ل عدن الا لان 0 > 4< 0 - يرربى 





2> -1 -_ 2<-1 


حك داك ذإك كع دك دك ذك حك حك دك در حت 0 حك حك حك حك دك حك زع دك درك دك دا حك 


مناطق التزايد [1- < 2:7) ,([1- > :12 » لا توجد نهايات عظمى أو صغرى محلية 
رك ان نا ل 
3 + 8)«2- ح (من) 'ر 


هذا غير ممعن 0 - 8- ج 0 - مك جح 0 ع رع "ر 
... لا توجد نقاط انقالاب 
1-1 5 1- >1 
لا م سس سس سدس اليم | اللإه ه4444 4 يييي 
لل يي 


١م‎ 


إشارة (2) ''ر د م 


مناطق التحدب (11- < 12:7 » مناطق التقعر 11- > 11:7 





175 


خا 2 
باستخدام معلوماتك في التفاضل ارسم المنحني اللتلن كا - (2) ر 


-١‏ أوسع مجال 8 © 1- - 2ج ج 0 - 1 + 2ع 
0 أوسع محال للدالة هو [١‏ 

-١‏ نقاط التقاطع : أ- مع محور الصادات 0 نك رك 0 در 

2 
2 


000 -_ 20 م 


ج ( <- رن 


: 1 
غيداء طارق الشمري 2 2000 














ا 5 - ح ل لوه 
ا التناظر: ) 1 ] - 11 0 ) - ر -)ر 
؛ - المحاذيات أ- المحاذي لعمودي © 1- - 2ج ج 0 - 1 + 2ن 
م يوجد محادي عمودي. 
: 2 

ب- المحاذي الأفقي كار 

رو ع (1 - )2ع جه رب ع شير - 2زرن جه ا 10 

المحاذي الافقي 1 ع مرج 0 >1 را در 


5 النهايات ونقط الانقالاب : 
ا « - )"م 
درن بر 
هده 


نقطة حرجة (0,0) لا لا ل ا ا 0 


0 < عد 0 > عد 


++ مم ++ + 4 1 
إشارة 69 1 آذآ سس الللبب” 


مناطق التزايد [0 < 12:7 ٠»‏ مناطق التناقص [0 > 17:7 ٠»‏ (0,0) نقطة نهاية صغرى محلية 
[22)2):2+1()22)]-(2+1(2)2,) ا 





4 +022 5 
- ا 
2 - 624 ج 0 - 622 - 2 جه 0 سكت 
25-2 ال د كظاشير 


ا ل 





2+7 
5 1 
ا 6 1 









مناطق التحدب |2 م ا 3 1 
ماق التعر ,ل 


(ذ).(2.ف) شط سحب 





تماربسن [5 - 3] 
ارسم باستخدام معلوماتك في التفاضل الدوال التالية 


“عر - ع3 - 10 ح (ت)ر (1 

8 اوسع مجال للدالة‎ - ١ 
نقاط التقاطع أ- مع محور الصادات (0,10) ج 10 - برج 0 - عر‎ - ١ 
ب- مع محور السينات 0-0 يرو 5-5 10 205ل‎ 
)5 + 2()2 - ع- (م‎ 0 
جح 5 - ع ج 0 ح بر + 5 أما‎ )-5,0( 


210 لا7ب7تشكحا لح ١‏ احا ار 5 
*- التناظر: 4 - و3 + 10 ع 2(5-) - (2«-)3 - 10 ع («د-) ر 
(0) /- غد (:*) / د (2-) / 


4 - المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست كسربية . 


22 - 3- -ح (2)' / 


ثن ح برج 3 - 2- ج 0 - :2 - 3- 


حا سدم مجه 
ره 0 


+ ل سل لإ د م د ل 


أشارة (02"/ ييح 7 سس 


مناطق التزايد ( 2 > مد :مد ] 2 مناطق التناقص ( 2 < :6د و 3 5 


. : سار 
ل 2-1 2+7 





الدالة محدبة دائماً ولا توجد نقط انقلاب ‏ 0 > 2- - (2)''ر 


ج2,22-) 
4 22 





3 + ع4 + 2 - («)ر (2 


١‏ - أوسع مجال للدالة هو ؟/ 
-١‏ نقاط التفاطع اد (0,3) ج 3 - برج 0 - ع 
ب- مع محور السينات 0 ح 3 + ع4 + 4ع ج 0 - بر 
0 - (1 + 3()«2 + 2) 
(3:.0-) جه 3 ح يرج 0 - 3 + 2 أما 
رك 20522512 د وار 


"- التناظر: 
3 + ع4 - 4رر عدج 3 + (- )4 + 22-) - (2:-) زر 
اك 
. المنحني غير متناظر مع محور الصادات أو نقطة الأصل . 
4 - المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست كسربة. 


- النهايات ونقاط الأنقلاب 4 + :22 - (2) '/ 
وو 2 5000 2- ح بر جد 4- ح 2زم ج () ح لك + 21 
ل ل + يي عن بلقلة حرجة (1- ,2 1-2 د 


1 1 2 /  )( إشارة‎ 


مناطق التناقص (2- > :0:) » مناطق التزايد [2- < :#] » (1-,2-) نهاية صغرى محلية. 
... الدالة مقعرة دائماً ولا توجد نقاط انقلاب. 0 < 2 - (2)'"ر 








ا ل © 7 1) ف م 
1 + 73 -]) - )ير (3 


18 أوسع مجال للدالة هو‎ - ١ 
1-0 نقاط التقاطع أ - مع محور الصادات 2 ىق 5ك‎ - ١ 
داكت 0 -1 + 3م - 1) جه 0 ح بر‎ 
2-1 بالجذر التكعيبي للطرفين‎ 
1 - جه 2 دار ج 1 + 1 ع بير جه 1- ح عر‎ )2,0( 
؟- التناظر‎ 
*(م) -1) - )م‎ + 1 - )] + 73 + 1 
عد () / عو‎ -/ )( 
المنحني غير متناظر حول محور الصادات أو نقطة الأصل.‎ .٠ 
المحاذيات : لايوجد محاذيات لان الدالة ليست كسربة‎ - 5 
ه- النهايات ونقاط الأنقلاب : 4 - 3)1- ح (2(25-1 - 1) 3 ح (2) 'ر‎ 
ادب‎ 
)1- (5 بالجذر التربيعي 0 ع‎ 
]) نقطة حرجة (11 )+ بويج )1 د يزرد 20 يرب‎ 
> 1 1 2< 1 


ل ل 
إشارة ( 1 اللا 000 
مناطق التناقص [1 < 12:7 ,[1 > 12:2 » لاتوجد نهايات 


(-6)1 - (1 ا 6 - (2«) / 
+01- م -6)1 


57 1 5 اا 


١‏ / . لر الج تك م 


مناطق التحدب (!1 < 12:7 » مناطق التقعر ([1 > 11:17 
(1,1) نقطة انقلاب 








غيداء طارق الشمري © لا لكر 


مر - ع6 ح («)/ر (4 
١‏ - أوسع مجال للدالة 9 


ب- محور السينات 07-0 05 رر 
0 ع- (*ج - 6) 2 


(0,0) ج 0 ح ع أما 
(1/6,0-) ,(6,0/) ج 210/6 ح بر جه 6 - 22 ج 0 - 2,2 - 6 أو 
"- التناظر: 
يي ا 6 1609 
“. المنحني متناظر حول نقطة الأصل. 
4 - المحاذيات : لا توجد محاذيات لأن الدالة ليست كسربة 
ه- النهايات ونقاط الانقالاب 
6 رار 
0/2 - م جح ( - 2ع جه 6 - 3:2 جه 0 - 32:2 -6 
نقطة حرجة ‏ (0/2,46/2) ج 2/له - برج 1/2 - عر 
نقطة حرجة ‏ (40/2-,1/2-) ج 4/2 - ترج 1/2- <- عر 
2< عد ول (2,/2/-)  -/2‏ 2/- > عر 


زر جفبييييييية | 1 
إشارة (م0) '/ اللي" ب 0 سي 
مناطق التناقص ( 1/2 < :)1 , 1/21 - > :1# ء مناطق التزايد (1/2, 2/-) 
(1/2,41/2) نقطة نهاية عظمى ٠»‏ ([4/2-,1/2-) نقطة نهاية صغرى 
د6- -  )*2(‏ / 


0 < عر 0 0 مرشحة للانقلاب 520515-5-000 0 526012 


لك دن ا يي 
م مر ٠‏ اشارة (9) 1 
مناطق التحدب (0 < «,#؟ ٠»‏ مناطق التقعر [0 > 17:7 » (0,0) نقطة أنقلاب 
(2 لحك ,0/2 






(2/ج4-,1/2) 





ل © 7 ف " 


ع - )/ (5 
١‏ - أوسع مجال للدالة ١10(‏ '/ 
١‏ - نقاط التقاطع أ- مع محور الصادات غير معرفة (2)#7/ + 0 -2 
ب- مع محور السينات هذا غير ممكن 0 1 + 0 - 2 ج 0 - بر 
“. لا توجد نقاط تقاطع مع محور السينات والصادات 
؟- التناظر : /- - ح- - )رم 
. المنحني متناظر مع نقطة الأصل 
:> المحادات أ - المحاذي العامودي 00-7 
ب- المحاذي الأفقي -- 7 


ه- النهايات ونقاط الانقلاب: 





20 ج 0 - ج ج ب - 00 "/ ج 22-35 - (م0) "| 
...لا توجد نقاط انقالاب 
0 -ت 0 0 > عد مناطق التحدب (!0 > 12:2 » مناطق التقعر !0 < 11:7 


+ + + + + + + + ++ دجاه عه لاود د عت 
كر رع / 









0ك 











غيداء طارق الشمري 2 7)) ف ” 
2 - مر 6 
-١‏ أوسع مجال للدالة 1- ح برج 0 - 1 + أوسع مجال للدالة هو ١)-1[‏ 7/ 
-١‏ نقاط التقاطع أ- مع محور الصادات (مااحووقم سيححن حك و كروك 
ب - مع محور السينات (10) ج 1 - ,ع جد 0 - 1 - يرد 0 - 2 ج 0 - بر 
*- التناظر 
حت د رم )ير 


(0) /1- عو (:) / عد (:-) / 
.٠‏ المنحني غير متناظر مع محور الصادات أو نقطة الأصل 
5 - المحاذيات أ- المحاذي العامودي 1- -#« جح 0 -1 ديع 
ب- المحاذي الأفقي 
ل -1- - ير - يزيز جه 1 - بر - بز + وبر جه 2د د بر 
00 1 > يرج 1-0 - بره شك د يرج بر - 1- - (1 - برع 
ه - النهايات 0 الانقلاب 





00 اك 2+1 1 _- 50 (1()1-)-(2+1()1) ررم 


2م 2+ 
: 2 
رلك 111 وديم 
مناطق التزايد (1- < :)ةا »ء (1- > مر :عر) ٠‏ لاتوجد نهايات لد 


0 >> عد 
سإ سيك مد حك ساد مإ كت سك سك © لإ لإ سه سإ ل لإ سإ 
إشارة(0) 70 2 سر 2 2 كسس 


سس سه 0 0 د ا 3 (1دمن) وت - 1 هه 3 ياه 7 - زع« 0 


ع 62 








> اتي: 0 ع« 4- ج 0 - ع ا ع كم ري خرر 


مناطق التقعر !1- > 1:1 | 
مناطق الحدب (11- < 1:71) ظ 
| 
ش 








: : وار : 
عي ار 0 كت 27 ف "م 
“1 - 2 (2 + ع) - 2ت رز 7 


/' أوسع مجال للدالة هو‎ -١ 
)2- 0 نقاط التقاطع أ- محور الصادات (0.2) ج 2 - ترج‎ -" 

ب - محور السينات 
0ن رد كتين 05 ذ بر 
كك كك 5ن 5 ردوآن 
10 2-1-5055 5 0ك 1ن كين أو 
*- التناظر : 4 - ع-)(2 + ع-) ع (و-) ر 
(0) /[- عد (:2) [ عد («-) [ 

“. المنحني غير متناظر حول محور الصادات أو نقطة الأصل 
4 - المحاذيات : لا توجد محاذيات لأن الدالة ليست كسربة 

00 0 12010 -©#) + [(100)1 - 8 2(]2 + م« ع مت / 
[(2-1) + (2 ++)1(]2 -2) ج >1(5 -«) + (1 -2()2 + )2 - 
0 ح- (3 +1()32 -:<«) ج |1 -ع + 4 +1(|2 -2) - 
حرجة (1,0) + 0 ح برج 1 ح عر جه 0 - 22-1 أما 
حرجة (1,4-) ه 4 - برد 1- ح يراد 3- - 32 جه 0 - 3 +32 أو 


مناطق التزايد [1 < 2:3 ,[1- > 3:1] سس - - -----ت 00 الوه يي 
ج2222 2222222525 ا 0 
مناطق التناقص (1,1-) لصحم يي سسا 


ال ل د 
(3(01 + 3«2) + (1()3 -2) - رت ر/ 
0 <دعج 0 0 > 0 - 3 +32 + 3 -312 
+ + + + + ++ مي الل لمعيل 
اا ار مرشحة للانقلاب ‏ (0,2) 2 -ح مز ج 0 ع عر ج 0 - 612 


/  )36( م6 إشارة‎ <١ ١٠ ب‎ 


مناطق التحدب ([0 > :172 » مناطق التقعر (0 < 17:7 ٠‏ (0,2) نقطة انقلاب 





1 1 5 هطو 7 
20 2 7)) ف " 

















ركد 
ب - 0)ر (8 
2+1 2 
١-أوسع‏ مجال: ‏ #8 1- - 2ير ج ( - 1 + 2 .. اوسع مجال للدالة هو ؟/ 
١‏ - نقاط التقاطع : أ- مع محور الصادات (1-,0) ج 1- -ح برج 0 - عر 
9 2-1 
(1,0-), (1,0) ج 1+ دعر ج 1 - رج 0 - 1 - 22 ج 0 - 2د ج 0 - بر 
2-1 025-1-) 
5- التناظل ٠*٠‏ ع - ك3 
اسار 2+1 2+1(-) )2 0 
() / - («-) [ 


4 - المحاذيات : أ- المحاذي العمودي 1ك إ طهر 


“. لا يوجد محاذي عمودي 














ا 000 12-1 
كك هم المحاذي الافقي 777 5-5 0 
2م 2ك ]1 ددن 5-5-1-2 0 
المحاذي الأففي 2 1 - برج 1-0 راج ااا 
11 ااا و ار 25-1()2)-(1()2-+22) _ 0" 
2221 6 21 
4 
نقطة حرجة (1-,0) 2 1- 2ح برك 0 - 2 د 0 - ,4 د 0 - ري 
مناطق التزايد [0 < 2:2) ا ١‏ ا 
ع سل لب امه 
مناطق التناقص ([0 > 12:2 #2 1007 
(1-,0) نقطة نهاية صغرى محلية. 
[2)2+1()2]مده)-(4) “1+ 2مر) 0 7 
رار 
21 
[162-(2+1(]4)862+1) _ 2+1 (16:2)-“(2+1ع)؟ 0000 
24 0 224 0 


4-1-2 4-2 + 4.262 
عقده د للب - ون 1 
21 0) 17 2) 





4 - 122 جه 0 - 12:2 - 4 جه 0 - -4-122 
ل .. 1998 تة6 1 ملكتا 0 0 2+1(3معن) 
3لا د مد 11/9 ١ل‏ الم | 3/ 13 *ه*** 2+ - يرد ذ - 2 ع د 2 





2 737 1/3 
مناطق التقعر )22-) . مناطق التحدب 2< دس | - > ديرا 
20 1 





/ اح‎ 2 : ١ 
0 ا ل 4ن" ا‎ 





فمر - 222 ح (2«)/ (9 
١‏ - أوسع مجال للدالة هو 18 
؟- نقاط التفاطع أ- مع محور الصادات (0,0) ج 0 ح ترج 0 دعر 
0ك ر 
0-0 در 
00 055205 در ها 
20 رن كك الور كو تر كن 5 درك وار 
؟- التناظر : )م ح كير - تيو د ك(ب) - 2-)2 - )م 
4 - المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست كسربة. 
3ر4 - ير4 ع (2) '/ 
4 + [ 0 ع 5عر4 - ريك 
0 ع (2ج - )عر ج 0 - ةير - عر 
حرجة (0,0) ج 0 ح نر جح 0 - 2 أما 


1 دع 0001 0 (10 1احميلاء: اك 15 كك د00 
سس سس 0 ال هه هي سس لسلس ”لل ا هاي 


حرجة 1  )1‏ ] - 0 -|) - 0 
يا “هر يد 1 حرجة (1,1-) + 2-1 بود 1- د نر 
مناطق التزايد !11- > 0,1(,12:3) ٠»‏ مناطق التناقص !1 < 2:2 ,(1,0-) 
و12 -4 د ون '"/ 
212 02 كن 2 كر 
0 0 2 0 11 1 2 01 2 

ا ا ات د ال 0000 تلات لاغ اللا للصة اا الاة ‏ ال ل0 : 
5 - (وبجي) د - 
< 0 - 


5 
0300 
35 1, 9 39 


7 


كك ان 


جه - 
ا 3/ 
- 





27 60 غيداء طارق الشمري‎ ٠ 


مناطق التحدب] 2 حم - 2< 2 














1 
دن بعر( -) 
(2,2(,)2,2-) نقاط انقلاب 
9 و9 3 : 
كي ح (#)/ (10 
-١‏ أوسع مجال للدالة 0ح سفوو ك0 سح ساد 102 
أوسع مجال للدالة هو 18 
١‏ - نقاط التقاطع أ- مع محور الصادات 02 2 ا 
كال - - 
ادامر 0م - ع 20 ©6 - 6 
- المحاذيات أ- المحاذي العمودي الما وجب نح بور ورت دج عر 
“. لا يوجد محاذي عامودي 
1 6 
نب- المحاد د حم ورت 
المحاذي الأقني 7 
د - #عر جح برو3 - 6 - يربز جح 6 ح بز3 + تيررر 
المحاذي الأففي ‏ 0 -( 
ه- النهايات ونقاط الانقلاب 0 0069-4 
0 - 1 جح (5)2-(3 + 6)22- -ح (2) '/ 
0 
١‏ ددم حرجة (10:2:-2 2د رو ك 0ك 2122-0 


ل ل ل ؤي 


للم جد#ا مناطق التزايد (0 > 2:7) , مناطق التناقص [0 < 1:1) 


(0,2) نقطة نهاية عظمى محلية 


16- 
22-374 - 0 / 
[ تمعد مم2 1-القحته) ‏ [صع نقحت فدهت لقخقم ب بر 
2+4 0024 1 
361:2-6 122-3614812 7 
3 062) 0 3 67) م 69 


غيداء طارق الشمري 0ت 7+*+221: 





58 3612-6 
ا 1 2 2 0 
02 
3 3 
الصاح حيوسيتة: 
نقاط مرشحة للانقلاب ب 2 - ارت ل در 
مناطق التقعر ([1 < 172:7 , [1- > 121:2 0 2 لت" 


مناطق التحدب (1,1-) 
2 ) داف 






سؤال التمارين العامة : باستخدام معلوماتك في التفاضل ارستم المنحني البياني للدالة 1 ح تيربر 
1 
ساكتهار 


1 1 


"'- التناظر ٠:‏ اله لساك - 
ظر 22 2-12 2 0 
(2) / - («-) / 
4 - المحاذيات أ- المحاذي العمودي 0 يحودودو ): حوكيه 


ب- المحاذي الافقي 
1 1 
وحوح حر سج ارح سروك 






ل غيداء طارق الشمري دام 7+ 


مناطق التزايد [0 > :12 » مناطق التناقص [0 < ,]1 0<بيجح_ 00 0># 
ل 3 53 لك للك لك الك لك الك كك اك اك 5ك © ره 


0-1 "تير 


6 6 __”, 4- 7 
مره وح حت 17 جح * 6 - رز 
... لا توجد نقاط انقالاب 





مناطق التقعر !0 < 2:7 ,[0 > 71:2 


© 


|| ححص ص ص لت ا اااة 








ظهرت في القرن السابع عشر الكثير من الأسئلة دفعت الى تطور حساب االتفاتتك والتكامل ومن أمثلة ذلك المسائل 
التي وردت في بحوث الفيزياء مثل اقصى ارتفاع تصله قذيفة أطلقت بزوايا مختلقة» أو أقصى ارتفاع.يصله جسم 
مقذوف شاقولياً إلى أعلى أو أقل زمن وأقل كلفة ومسائل من الصناعات مثل' أقل مساحة وأكبر حجم وأقل 
محيط....الخ. 


ولحل هذه المسائل نتبع الخطوات الآتية: 

١‏ - نرسم مخطط للمسألة (إن أمكن) ونعين عليه الأجزاء المهمة من المسألة. 

؟- نكون الدالة المراد إيجاد قيمتها العظمى أو الصغرى ونحدد مجالها على ان تكون في متغير واحد. 

*- إذا كان المجال فترة مغلقة نجد الأعداد الحرجة وقيم الدالة في أطراف الفترة وفي الاعداد الحرجة فأيها أكبر 
هي القيمة العظمى وأيها أصغر هي القيمة الصغرى. 


: ْ -7 
| غيداء طارق الشمري 2 7+)) 





6 ل 


** إذا كانت الدالة فى أكثر من متغيرء إذن يجب إيجاد علاقة تساعدنا على تقليل عدد المجاهيل . 


** عندما يذكر فى السؤال أكبر أو أصغر شكل هندسى ثنائى الأبعاد فتكون الدالة الرئيسية هى دالة مساحة ذلك 


الشكل. 
*** عندما يذكر في التتتؤال أكبر أو اصغر شكل هندسي ثلاثي الأبعاد فتكون الدالة الرئيسية هي دالة حجم ذلك 
الشيكل. 


4 


» عندما#يطلت في السؤال أقرب نقطة أو أبعد نقطة من نقطة أخرى إذن الدالة الرئيسية هي دالة المسافة. 


17 - 7و + 2102 - عنم 
*** عندما يذكر في السؤال.ققمة عددية لمساحة أو محيط أو حجم 3 لشكل هندسي فيعتبر القانون هو 
العلاقة مس40 


*** عندما يذكر في السؤال أمسيائشة المغدن المستخدم فإن الدالة هي قانون المساحة الكلية للشكل. 
جد العدد الذي إذا أضيف الى,مربعه يكون الناتج أصغر ما يمكن. 
نغرض العدد هو 2 »2 مريع العدد هو “2 


[لا يوجد داعى لإيجاد علاقة مساعدة وذلك لأن السؤال فيه مجهول واحد فقط هو «] 
“. نجد الدالة الرئيسية من صيغة ل وذلك بأضافة العدد الى مردعه 


تشقى الذالة بالخيية الم 2 عر + عر ح زع / 
2 + 1 ع (2ت) ' / 
نجعل المشتقة - () 

-1 


نختبر قيمة ‏ على خط الأعداد وذلك للتأكد من النهاية صغرى محلية لوجود كلمة ١‏ صغر ما يمكن في السؤال 


1 
يديد الى كيد 
5 5 1 ا ل ع ل ل ل 0 2 2_0 0 
. توجد نهاية صغرى محلية عند <2-- ع 2 يمجع اج لسلب٠م‏ سس شه 


د 5 ( اشارة (:د) ر لذ لد- 


ظ ملاحظة : نستطيع اختبار قيم النهايات بطريقة المشتقة الثنية .١‏ 


2 


1 
2 انعد احج لاحم 
ل هو ِ 





١ جد"‎ 






8 : 2 0 
0-04 غيداء طارق الشمري 2 7+ ف م 


صنع صندوق مفتوح من قطعة من النحاس مربعة الشكل طول ضلعها (126772) وذلك بقص 
اربعة مربعات متساوبة الأبعاد من أركانها الأربعة ثم ثني الاجزاء البارزة منهاء ما هو الحجم الاعظم ؟ 


١ 12 7و2‎ 12 22 
1 

ع2 --22 12 

ع2 -12 


12717 


نفرض طول ضلع المريع المقصوص 2 
. أبعاد الصندوق هي الطول 2 - 12 ٠‏ العرض 2 - 12 » الأرتفاع ‏ 


ل دا 
. حجم الصندوق - مساحة القاعدة (مريع)»* الارتفاع. 
()(22 -22()12 -12) - 7 
را رلك 
425١‏ + عر48 - 2)144, - (2) ] - 7 
3 ل #بر48 - :144 - (2) ] - 7 
الدالة بمتغير واحد .. لا يوجد داعي لتقليل المجاهيل .. نشتق (2) كر بالنسبة إلى 7 
2 + :96 - 144 - (,) "م - 2 
2 + [0 - 12:2 + :96 - 144 ج 0 - 22 
0 ع 2ير + ع8 - 12 
0 > (« - 2)(: - 6) 
6 دا بح ) لوح ته و شم 
22 2-1220 از 


6 < بر 7 (2,6) 2 2 > بر 


توجد نيابة حضاف كد 21 غير اسل ١‏ ييح بهل 
ونهاية صغرى عند 6 - 2 .. تهمل 
طول الضلع المقصوص 071 2 - 2 .. 
نكمل حل مطلوب السؤال وهو حجم الصندوق. 
“. نعوض قيمة 7 التي حصلنا عليها في دالة الحجم (1) 
“((2)2 -2)12 عدن .. 
تررس 128 - 2)649 - 402 - 2)12 - 






)1٠‏ غيداء طارق الشمري 6 2+7 ف م 


جد بعدي أكبر مثلث متساوي الساقين يمكن ان يوضع داخل دائرة نصف قطرها (126172) . ثم برهن 
ان نسبة مساحة المثلث إلى مساحة الدائرة كنسبة ع 


41 3 





نفرض ارتفاع المث - 7 » قاعدة المنشث ح 216 
7 7 - / 
ملاحظة: المسألة التي تحتوي على أكثر من متغير واحد 
يجب ايجاد علاقة بين المتغيرات لتقليل عددها. 
نجد العلاقة من مبرهنة فيثاغورس للمثلث 0652 
لبر 2ر2 2/2 >2 ]) 
2 لد 4ش[ + 2411 - 2ن ع وش[ 
بالجذر التربيعي 4م - 24 ع 2عر 


العلاقة ‏ (1)........ 82 -1/247 ح عن 
نجد الدالة الرئيسية من قانون مساحة المثلث الكبير 
مساحة المثلث > 3 القاعدة * الارتفاع 


2 ح م 
,2( ا ح 4 
2 2 - 41 2/حم <- م 


٠.‏ قيمة 7 موجبة.. يمكن ادخالها داخل الجذر 


التربيعي فتكون 75 و ذلك لتوحيد الجذر 


ولسهولة عملية الاشتقاق 





[لا يوجد ارتفاع قيمته صفر] 


8 < ل 18 18 > / 


4 - 1/2483 - م ج (2ز -(72)24ل/, - 4م 


نشتق بالنسبة إلى 4(2م - 243) - م 
تمه - غ72 ع كم 243) 2 2 

014 724-4115 _ 04 
اك 
ل اا 

كم - قط210/24 


4 + [0 -ح 473 7272 جه 
0 -(218-8م ج نح قم - 1872 
يهمل 0 م ج 0( - 72 أما 


8ك 1ك 13 ار 


نعوض في 1١‏ 18(2)- (24)18/, - ع 
من 61/3 ح عر جه (18)6/. - عر جه (18 -18)24/, - ع2 


طول قاعدة المثلث «ررع 121/3 - (2)61/3 م2 . 


27 


1 8 ا ا 1/ 
0000 6 21117) ف "” 


معدا كةو الداكرة حي 140 سرحت بصووص 1 
مساحة المظشث 722 1081/3 -ح (12:0/3()18) 2 - (2) 2 - 42 
011/3 108177 وك 
4 +144 رق 
شن جد بعدي أكبر مستطيل يمكن ان يوضع داخل مثلث طول قاعدته (246772) وارتفاعه (186772) 
بحيث ان رأسين متجاورين من رؤوسه تقعان على القاعدة والراسين الباقيين تقعان على ساقيه 
نفرض أبعاد المستطيل 1711© 2,37 
المتغيرات أكثر من واحد إذن يجب إيجاد علاقة مساعدة لتقليل عدد المجاهيل وذلك من تشابه المثلثين 247 ,760 











1 م 
مط 2 © 
18-2 _ ا 7ه 
18 24 
0 (-24)18 - بر18 
4 (-24)18 
ا 
*. مساحة المستطيل > الطول “١‏ العرض. 
2401 امد 
نعوض 1 في 2 [( - 2018) بد - 4 
4 72 
- :24 - 4 جب 5508 
04 
0 24-5 - 
01 
3غ 0 
و<يعج ‏ 9 9>ي2ر 9 عع ج 72 - 82 ج 0 ح ع8 - 72 
لاكاشطييا حلط شه>**23# 


البعد الأول 972 -2 .. 
ل << . : 4 4 
نعوض قيمة ا في 1 البعد الآخر 0771 12 -ح بر 2 (9) - ح برج (9 - 18)- - بر 
" مجموع محيطي دائرة ومربع يساوي (606©1771) أثبت انه عندما يكون مجموع مساحتي الشكلين اضغر 
ما يمكن فإن طول قطر الدائرة يساوي طول ضلع المربع. 


نغرض طول نصف قطر الدائرة :077 1 

طول ضلع المريع 60111 2 

العلاقة : مجموع محيطي الشكلين - 6©71 60 
“. محيط المربع + محيط الدائرة - 60 


| 60 ع 7ع27 ل 41 
21 اام لاد قص لستر د 


غيداء طارق الشمري بت 2+7 








الدالة : مساحة المريع + مساحة الدائرة را مسوسصيسة بجع بحيام 
2 
30-2 
نعوض 1 في 2 لتشكة) رب دير ام 
ستعح طلم 0 
1 
(42 + 120 - 900) 2 + تير - م 
نشتق بالنسبة إلى : (8 + 120-)- + :2 - 22 
7 - 82 + 120-) 2 +2 ب 0 22 


0 ع برك + 60 - ع, عر ج 2 + [ 0 ع نر8 + 120 - :221:7 
0 ح (4 + ممعم 7ج 60 - ر4 + 1217 
60 








نعوض في (1) 1 حل ح ور 
6 :126+301 120 60 
-- 2 301 2 447 - ااه ع ا د 0-0 
4-1-7 ( ع4+7) عر 1 1 1 
مكحن 


0< 2+2 - مم" 
ل ل شاد 


)0, 4( مثال | جد نقطة أو نقاط تنتمي للقطع الزائد 3 12-2 ببحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة‎ ٠ 
نفرض أن النقطة (7)7,17 أي نقطة 3 للمنحني 3 ح 22 - 15 فتحقق معادلته.‎ 
2 العلاقة (1) مح ع درفت‎ 
الدالة 2 - 7 + 102 - )ل ح- و‎ 
ررو8 - 72 + م12 - و ج 402 - بن + 0(2 -2)/, - و‎ + 6 
5 -< ,/172 - 3 + نعوض 1 في 2 6 + بر8 - 2رر‎ 
جلاع - 2روم دم هه 3 ++ برق - 21:2/, - و‎ 13(2 


1 

نشتق بالنسبة إلى ز (8 -2ز4) 2 (13 + بز8 - 202) 2 - ري 
4317-8 كك 
57 23+-2./2172 2 037 
بوتا 11 0 ري 47-8 05 
+++ ++ + +4 ديك -8-بهوه 0 - تت ب ن - 5-2 
سد د ء . » 23--+2./2172-81 01 
#7 سل جم اشارة 7 2 - برج 8 ح رر4 

:. توجد نهاية صغرى عند 2 - 7د » جملة (أقرب ما يمكن ) معناه ايجاد أصغر مسافة بين النقطتين 
“. نعوض 2 ح 7[ في 1 ادك سك مجك بوكر جد روك وك مت حت 1 


ا ل 


ل ١ت‏ 17+ 





تمارين [6 - 3] 
١‏ - جد عددين موجبين مجموعهما 75 وحاصل ضرب أحدهما في مربع الآخر أكبر ما يمكن. 
نفرض العدد الأول د » العدد الثاني[ 
العلاقة : مجموعها 75 
010 ركر ا ار يرن 


الدالة: حاصل ضرب أحدهما في مريع الآخر. رف اووس روكت رد 1 
نعوض (1) في (2) “بررمز - 75) ع () / 

ارو ررك وار 

نشتق بالنسبة إلى ( “بز - :150 - (مت) '/ 

0 زروت 50)رويك :رن كر ترردكبرزن ورت دكت إبإن رحكبووت :150 

0 رن انا 


0) 0 
0 < بر 50 0 0 > بو 


إشارة (72)07 اي لسر اهيدا 
“. توجد نهاية صغرى محلية عند 0 > 7[ تهمل ٠»‏ توجد نهاية عظمى محلية عند 50 - [ 
العدد الأول 0 
نعوض في 1 لايجاد العدد الثاني 5 - 2 + 50 - 75 2 
؟- جد ارتفاع اكبر أسطوانة دائربة قائمة توضعاداخل كرة نصف قطرها (36©112/-4) 
نفرض نصف قطر قاعدة الأسطوانة 7 » ارتفاع الأسطوانة 27 ٠‏ حجم الأسطوانة 17 





ا 11 مر 
2 تنه ث 


(01........... 82 د ق4 - 2م 

2/1 الدالة : هي حجم الأسطوانة )2( 0111 كدير 

1ط نعوض 1 في 2 (22()2 - 48)م حر 

ع جه 3 ع2 - (7 ع7 96 ح 17 
فشتق بالقسبا] إلى 7 2 - 967 - 2 

6 ج [ 0 ع 5زع,6 - م96 

0 -2م-6م1 


[كونها ارتفاع ] يهمل ‏ 4- - 2م 
كار 4+ - م( ج 16 - 2 


لس سس سس سس و لط لط ص هه هاي 
إشارة 2 اج ار “. توجد نهاية عظمى محلية عند 4 ح /١‏ 
4ك را 


ارتفاع الأسطوانة 72 8 ع (2)4 - 27 .. 






يي 


)+7 غيداء طارق الشمري 4ن‎ ١ 

"- جد بعدي أكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة نصف قطرها (47/26©112) 
نفرض أبعاد المستطيل (71© 217 , 6) 

العلاقة: مبرهنة فيثاغورس للمثلث © 2 0 


لثم #ررج+ تب - “(2/.ه) 
0 0 


ل ل 
لب ا ايو 0 
/ الدالة : هي مساحة المستطيل لفاكت ك3 لم 
2 010*ظ (02....... ...227 ح 4م 
نعوض 1 في 2 2 - 22/32 - #4/ 
4ر - 21/3212 ح إل 

1 
تر 2 2ر202 4-2 
000000 3 4-2 2 1 04 
نشتق بالنسبة إلى 2 ) دك - 2)64 (*2 - 32 2 :1 
642-43 _ مه 
1/3224 06 
0 235 يمر 64 5 24 
4م-32162/. «ك 
4 + [0 ع 4,35 - 64 جه 
00 لل ل 0 - (2م - 2)16 ج 0 - ةير - :161 
د هي ” سسا يهمل 0 - بد أما 
1 4 - مر ج 16 - 22 جه 0 - 22 - 16 أو 

توجد نهاية عظمى عند 4 - 2 
نعوض في 1 البعد الأول 6072 4 ح م .. 
4 - 1/16 - 16 -32/ - 402) - 32/. - بر 
البعد الآخر 072 8 - (20)4 - 217 .. 
4- جد اكبر مساحة لمثلث متساوي الساقين طول كل من ساقيه 7ع 81/2 
نفرض طول القاعدة 672 2 » أرتفاع المثلث 67 / 

العلاقة من مبرهنة فيثاغورس للمثلث 052 


3 تا (8/2) 
عر كك 128 
81/2 0 كر كك 2ن 5ك 20[ ددر 


52050030 القاعدة >< الارتفاع 

(2000) 2 - 4م 

9 د ط320000* )02 0-0000 
نعوض 1 في 2 7 22 -80/128 - #4 

(82 - 22)128/, - لم 





ف ل كم 7+ ف ” 


4م - 7/1282 ح م 
كم - 1282) - 4م 
(3م4 - 2)256 407 - 2ر128 2 - كه 
2561-43_ _ 044 
 21/1282-‏ 01 


8 0م 256786-43 
7 إن - 4 يي ب ا 


0 - 735 - 64 جه 


إشارة 44 يي- ب يهمل 60 م ج 0 ع (كم - 64)م 


8( جح 64 - 2م ج 0 - 5م - 64 


توجد نهاية عظمى عند 8 - 7 اذن ارتفاع المثلث - 072 8 
نعوض في 1 8 - 1/64 - 64 - 1/128 - ع 
طول قاعدة المثلث 7 - (2)8 - 21 
١‏ (20)0) 2 ح 4ل .: 

تس 64 - لم ج (16()8) 2 - 4 

ه - جد أقل محيط ممكن للمستطيل الذي قتشاحته (715© 16) 
نفرض أبعاد المستطيل 72© 52,37 » مساحة المستطيل 4/, ٠‏ محيط المستطيل 2 
5 العلاقة : مساحة المستطيل 
زم ع لم 
16 

4 (1) ...0 ع بر ج بور - 16 
0 
ا ا راس كان 
نعوض (1) في (2) ١‏ [(346+*#)2 دم 

22-7 ع ١‏ 0 7 2 
)2ه عر 
كسس هيدا نشتق بالنسبة إلى د  2)1-162-2(‏ 28 


6ك 


2)1-35(- 01+ 2 


توجد نهاية صغرى محلية عند 4 - ا > 777ع4 -2 البعد الأول 
نعوض في 1 لأيجاد البعد الثاني 00 4 ح برج كك دار 
محيط المستطيل 7 16 - ط ج ر4 + 2)4 - م ج ر(مر + 2)2 - م 
5 - جد حجم اكبر مخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطرها 61772 3 
نفرض ارتفاع المخروط 47 ٠‏ نصف قطر قاعدة المخروط 7 
العلاقة: من مبرهنة فيثاغورس للمثلث 0522 


رحا حت 
9سصيي يسنم كد جك وخر رمسحة [توفم تحور 





غيداء طارق الشمري © 7+ 


نعوض (1) في  )2(‏ (22 -27)67 ح رآ 
73 2زج2 حر 


3 
هه نشتق بالنسبة إلى [آ 2 - جره - 2 
بلداو ون 7 + 01 ع تعر - رزعر4 


0 


4 - م جه 0 - م -4 أو 
ااا وو اه توجد نهاية عظمى محلية عند 4 ح // 
أرتفاع المخروط ‏ 401771 ح 72 .. 
نعوض في  )1(‏ 24-16 - 2م ج 4(2) - (6)4 - 2 
0725595 سصنتطر المخروط ‏ .بن 20/2 -م ج 2-8 
أكبر حجم للمخروط ‏ 6773 ©7 حك - (4()8) 5 ح رز 
-٠‏ جد معادلة المستقيم الذي يمر من النقطة (6(,8) والذيْ يصنع مع المحورين في الربع الأول أصغر مثلث 
نفرض قاعدة المثلث 2 » ارتفاع المثلث 7[ 
نفرض نقطة تقاطع المستقيم مع محور السينات (0,) 
نفرض نقطة تقاطع المستقيم مع محور الصادات (0,17) 





العلاقة: من تشابه المثلثين ©0522 ,006 


00 _ 06 
مه عط 
17-8 _ 6 
07 
(8 - بز) حا سند 


الظالاة».: المطلوب أصغر مثلث .. الدالة هى مساحة المثلث 
مساحة المثلث - - القاعدة ا الارتفاع 





)02 ا 
57 ملك اه 
نعوض 1 في 2 رركم 2 دم 
ل حار 
11-8 


5000 0-(07-8()61 _ 44 
1-55 757 0017 سس 5 ميد جا 





غيداء طارق الشمري 2-0 07 000 اف" 


04 _ 6175-4817-- 


7-27 2ك 
رزة 3112-4 _ 04 
 07-8(*‏ 1ا2 
8--3[7 
هه اورت روع ‏ نممة 
2 
لك 0 > (16 - ,)مر ج 0 ع :16 - 4ررز 
إشارة - 5 
3 ج2#دذدذ#ا جد 0 . 5 أ 


6 - :رز دج 0 - 16 - ز أو 
توجد نهاية صغرى عند 16 - نز اذا 7 16 - 7[ ارتفاع المننلث نعوض في 1 
ع 06 16) 6 
طول قاعدة المثلث 0001 ولوق ل در / 2 


8 16-8 
“. نقطة تقاطع المستقيم مع محور السينات (12,0) ٠»‏ نقطة تقاطع المستقيم مع محور الصادات (0,16) 


لايجاد معادلة المستقيم : نجد ميل المستقيم المحدد بالنقطتين (12,0) , (0,16) 
4 16 16-0 5 
ميل المستقيم لل ا يجو 





مدر ا اب كن | كارن 
و ا 
عند أية نقطة من النقطتين »٠‏ عند (0,16) (0 - ) - ح- 16 -[1 
3- -16- 

معادلة المستقيم 0 - 48 - ررق ل عرهة ج ع:ر4- ع وك - ررق 


/- جد بعدي أكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة بالدالة 2 +12 - (03/ ومحور السينات؛ رأسان 
من رؤوسه على المنحني والرأسان الآخران على محور السينات ثم جد محيطه. 
لرسم المنحني نجد نقاط التقاطع مع المحورين : أ ) مع محور الصادات (0,12) 2 12 ح برج 0 -< 2 
ب) مع محور السينات 0ب7ساديرحة روت يكحب 
مر حر ا كحت 
نفرض أبعاد المستطيل 23,1772 » ومساحة المستطيل / 


العلاقة : من صيغة السؤال (1)........ 226 - 12 ح بر 
الدالة : مساحة المستطيل > الطول ا العرض 
لا إلا ررك حل 


اه 2 4 

نشتق بالنسبة إلى 22422-22237227 ىر 
6 - 24 ح 'لل 

6 + [0 ح 622 - 24 

وحوح اح وك لوووك 

توجد نهاية عظمى محلية عند 2 - 2 
جحلل سس بيب ه>»ه البعد الأول 7 4 ع (2)2 - 22 .. 





: : رقم : 
غيداء طارق الشمري برك 0117) ف "م 


حدر هرو سروووع 9 تاحورونك :حون لخ ووو ره حرهروودور 
. محيط المستطيل - ١"‏ < ( الطول +العرض ) 
(مر+ 222 ح م 
(8 + 2)4 ع م 
7ك متكت 01 اكور 

9- جد أبعاد أكبر اسطوانة دائربة قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه (86777) وطول قطر قاعدته 

(:126131) 
نفرض نصف قطر الأسطوانة - 7 ٠‏ ارتفاع الأسطوانة - 7 ٠»‏ حجم الأسطوانة - 17 
العلاقة : من تشابه المثلثين ©02 ,006 





ضه _ ءم 
00 06 
.” قطر الأسطوانة 126172 


12 
.٠‏ نصف قطرها 00 000 


ل 


١ 8‏ 
م8 - 48 ح م6 جح ر8 حع [6 - 48 








ا كا اج 

الدالة : حجم الأسطوانة 

الي ل 

نعوض (1) في (2) اتقلكة) 2م دان 
(3م87 - 02 - - 17 

نشتق بالنسبة 47  2472(‏ 7 - - - 


0 [0- (2472 - 967) 2 
4 ج [0 -ح 2475 - م967 


4 < لخد 4 4 >1 


حطلل لهل به / 0 ح 2م مرك 
17 
5 <” #سسل_ إشارة 2 تهمل 0 ح "7 أما ج 0 ع (م7- 4)م7 


4ك 0 2 2ب 4 أو 
توجد نهاية عظمى محلية عند 4 - 7 » نصف قطر الأسطوانة 277 4 ح :7 نعوض في 1 
8_ 16 _ 48-32 _ (48-8)4 


ارتفاع الأسطوانة -ت فتكت 2 تت 
رتفاع الاسطوا ,ع0 2 6 6 6 1 


-٠‏ جد أكبر حجم لمخروط دائري قائم ناتج من دوران مثلث قائم الزاوية طول وتره (61/36772) دورة كاملة 
حول أحد ضلعيه القائمين. 
نفرض نصف قطر المخروط 7 ٠»‏ ارتفاع المخروط / ٠2‏ حجم المخروط 17 
العلاقة : من مبرهنة فيثاغورس للمثلث ‏ 052 


غيداء طارق الشمري ردك | لكر 


2 

25 
2م + 4م ع 108 
(01.......... 82 -108 ح 2م 
/ عر كدان 
0 نعوض 1 في 2 52(7 - 108) 5 حر 
ا #39 20108# ع ب 
نشتق بالنسبة إلى 7 (2)108-372 -22 
6<هم 86 6>م م ل 


1 
. 0 عمطت + [0-<(108-382) 2 

01 
إشارة م يد- 7سا 3 +[0 - 2 108 


مع مك كك در 0 

نعوض في 1 أرتفاع المخروطد 6671 - (/ جحت توجد نهاية عظمى عند 6 ح 2/ .. 

تضف قطر المخروظط زرك 61/2 - ,7 ىك 2-72 د 6(2572-108-36) 108 2م 

نعوض قيمتي 72,/1 في 2 الإيجاد اكبر حجم للمخروط (72()6) 2 ح ما 

أكبر حجم للمخروط رن 1447 - ر 

-١‏ علبة اسطوانية الشكل مفتوحة من الأعلى سعتها!(12572:22723) جد أبعادها عندما تكون مساحة المعدن 

المستخدم في صنعها أقل ما يمكن. 
نفرض ارتفاع الأسطوانة 7 »ء نصف قطر الأسطوانة 7 


7 - 7 227 


ا اانا 














-125 
ساس ا م 
إدالة :7 ذكر كي السوال ميييلحة المعدن المستخدم 
. نستخدم قانون المساحة الكلية للأسطوانة لكن بقاعدة واحدة لأن الأسطوانة بدون غطاء. 
رنب كذ كا > #فيلحةا لجا آية + مساحة قاعدة واحدة 
> (محيط القاعدة < الارتفاع) + مساحة الدائرة. 
رم ا 1-5 
نعوض 1 في 2 تم + رك رد دم 
دبج + نكت دام 


17 
مرج + 1- مرج 250 ح لل 
ا 9 5 010 
نشتق بالنسبة إلى ع مرج27 ل 2 مزج2507- 0 
7 - 


1 





4« * [ 0 ع م2 + 





غيداء طارق الشمري 2 2*7) ف "” 

27 ج | 0 ع 3و2 + ع 250- 

06 مر كس شان جششضرك زا كحشروم راركت 

"لله مله للك للد مد لد ططق ٠ن‏ تو جه دهاره صعرى محلده عند 5 كر 

4ك صلل <<“ 0 ١‏ نعوض في (1) 0 5072 7 نصف قطر الأسطوانة 
0 15 -_ 


ارتفاع الأسطوانة 5071 ع (/ سيد ارم 
-١‏ خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة طول قاعدته ضعف عرضها فإذا كانت مساحة المعدن المستخدم 
في صناعته (1083722) جد أبعاد الخزان لكي يكون حجمه أكبر ما يمكن علماً ان الخزان ذو غطاء كامل. 
نفرض عرض قاعدة الخزان :77 72 » طول قاعدة الخزان 3771 23 
ارتفاع الخزان 771 7[ 
مساحة المعدن المستخدمة في صنع الخزان معلومة 
“. العلاقة هي قانون المساحة الكلية للخزان. 
المساحة الكدة ك الماحة الحائية ١‏ مساحة القاعدت. 
ح محيط القاعدة ا الارتفاع + ” ا ( الطول ا العرض) 
(2 + ع2) 2 -د بر + زر + :2)2 ع ل ... 


2 + 4241 + (3) :و2 ح- 108 
2 - 54 ح رو عر3 ججح 21:2 ل :و :32 - 54 





4-2 5 
الدالة : حجم الخزان > مساحة القاعدة >< الارتفاع 
(2()(01) - ما 
1 
54-2 
نعوض (1) في  )2(‏ (تشكة) 2,2 حار 


(223 - :541) - و 
نشتق بالنسبة إلى ا (62 -54) 2 - ين 


5+ [0 - (6:2 - 54) - 
ار 5 0 0 هر 6 ج [0 ح 622 - 54 
ددج رعييبيبن, 3 عجعج 9 - 2بر جه 0 -2عر ‏ و 
إشرة 45 يح“ ”سه توجد نهاية عظمى عند 3 - 2 
عرض قاعدة الخزان 772 3 - 2 
طول قاعدة الخزان 72 6 - (2)3 -21 
نعوض 3 - 2 في 1 
3_ 54-18 _ 54-2372 _ 


5 0 6 
ارتفاع الخزان 171 0 9 - 303 








غيداء طارق الشمري 0 2227 


أسئلة إثرائية 


س / مخروط قائم ارتفاعه (12677) ونصف قطر قاعدته (42772) بداخله مخروط دائري يرتكز رأسه في مركز 
قاعدة المخروط الأصلي جد أبعاد المخروط الداخلي بحيث يكون حجمه أكبر ما يمكن. 
نفرض نصف قاعدة المخروط الداخلي 7 » وارتفاعه / » وحجمه 17 

العلاقة : من تشابه المثلثين ©0252 , 006 





0 لضا 7 0 464 

لد لح اخ ااي 2-2 -_| 

06 00 4 12 
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ا ا و كت 


تغنيك عن المدرس الخصوصي لما فيها من شرح 
وافي وملاحظات وافرة مع حلول جميع الأامثلة 
والتمارين واسئلة التمارين العامة مع حلول 
الأسئلة الوزارية والاثرائية لكل موضوع 


ا الل ا انارو 


